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الكلاسيكية إلى إطار الحسبان الكسري، من خلال تعريف عائلة جديدة من دوال لاجنذر   (Legendre Polynomials) تهدف هذه الدراسة إلى تعميم دوال لاجنذر

، بالاعتماد على صيغة رودريغز. وتركز الدراسة على تحليل الخصائص الرياضية  (\1-)\ليوفيل اليسارية ذات نقطة البداية  –الكسرية باستخدام مشتقة ريمان

كما تبحث الدراسة العلاقة بين  ،  والتحليلية لهذه الدوال، ودراسة علاقاتها التفاضلية والتكاملية والتكرارية، والتحقق من سلوكها عند تغير رتبة الاشتقاق الكسرية

وصول رتبة الاشتقاق إلى القيم الصحيحة. وتتناول كذلك دور دالة غاما   العائلة المقترحة ودوال لاجنذر الكلاسيكية، وتوضح كيفية استعادة الحالة التقليدية عند

لتعامد والقيم في تعميم التعريفات الرياضية لتشمل الرتب الكسرية، مع دراسة بعض الخصائص المرتبطة بالمعادلات التفاضلية. وتوضح النتائج أن خصائص ا

 –الذاتية في مسائل ستورم
ً
إضافية تتعلق بالمؤثر الكسري ودالة الوزن والشروط الحدية. وتبرز أهمية هذه الدوال في تطوير الحلول ليوفيل الكسرية تتطلب شروطا

 .ةالتحليلية والعددية للمعادلات التفاضلية الكسرية، وتطبيقاتها في نمذجة الظواهر التي تتسم بتأثير الذاكرة وعدم المحلية وتبدد الطاق 

 .ليوفيل–ليوفيل، صيغة رودريغز، دالة غاما، العلاقات التكرارية، مسائل ستورم–الحسبان الكسري، دوال لاجنذر الكسرية، مشتقة ريمان :الكلمات المفتاحية

 Abstract  

This study aims to extend classical Legendre polynomials to the framework of fractional calculus by 

introducing a new family of fractional Legendre functions based on the left-sided Riemann–Liouville 

fractional derivative with the initial point −1, using Rodrigues' formula. The study investigates the analytical 

and mathematical properties of the proposed functions, including their differential, integral, and recurrence 

relations, as well as their behavior under varying fractional derivative orders, it also examines the relationship 

between the proposed family and classical Legendre polynomials, particularly the recovery of classical results 

when the fractional derivative order approaches integer values. Furthermore, the study highlights the role of 

the Gamma function in extending mathematical definitions to fractional orders and investigates related 

differential equations. The findings indicate that orthogonality and eigenfunction properties in fractional 

Sturm–Liouville problems require additional conditions involving the fractional operator, weight function, 

and boundary conditions. The proposed functions may provide a foundation for developing analytical and 

numerical solutions to fractional differential equations, particularly in modeling phenomena characterized by 

memory effects, nonlocality, and energy dissipation. 

Keywords: Fractional Calculus, Fractional Legendre Functions, Riemann–Liouville Derivative, Rodrigues' 

Formula, Gamma Function, Recurrence Relations, Fractional Sturm–Liouville Problems. 

 لمقدمة ا  

سجججججججقلد العقججججججججود اوخيججججججججرة تطجججججججورًا وتوسججججججججعًا واضججججججججحين فجججججججي النظريججججججججة الكلاسججججججججيكية ل حسجججججججبان وتطبيقاتجججججججج ، وذلججججججججك مجججججججن خججججججججلال تعمججججججججيم مفهجججججججوم الحسججججججججبان مججججججججن حسججججججججا    

قيجججججججة التفاضجججججججل والتكامجججججججل العجججججججادي، الجججججججذي تجججججججرتب  فيججججججج  رتبجججججججة المشجججججججتقة أو التكامجججججججل بأعجججججججداد  جججججججحيحة، إلجججججججى الحسجججججججبان الكسجججججججري الجججججججذي يتجججججججي  التعامجججججججل مجججججججع رتجججججججب حقي

وكسجججججججججرية. وقجججججججججد بجججججججججرز هجججججججججذا التعمجججججججججيم فجججججججججي إطجججججججججارات عديجججججججججدة، أهمهجججججججججا صججججججججججياغة وتم يجججججججججل النمجججججججججاذ  الرياضجججججججججية للظجججججججججواهر الطبيعيجججججججججة عبجججججججججر معجججججججججادلات رياضجججججججججية تفاضججججججججججلية 

 .وتكاملية ذات مدخلات متنوعة، ونطاقات واسعة من التطبيقات في المسائل اودق واوكثر تعقيدًا

ات وقجججججججججد أتجججججججججاو الحسجججججججججبان الكسجججججججججري توسجججججججججيعًا كبيجججججججججرًا لقجججججججججدرة النمجججججججججاذ  الرياضجججججججججية علجججججججججى وصجججججججججف الظجججججججججواهر التجججججججججي لا يمكجججججججججن تم يلهجججججججججا بدقجججججججججة  افيجججججججججة باسجججججججججتخدام المشجججججججججتق

لتججججججج  العاديجججججججة مجججججججن الرتجججججججب الصجججججججحيحة فقججججججج . ففجججججججي ك يجججججججر مجججججججن اونظمجججججججة الفي يائيجججججججة والهندسجججججججية والبيولوجيجججججججة، لا  عتمجججججججد سجججججججلو  النظجججججججام فجججججججي لحظجججججججة معينجججججججة علجججججججى حا

ا بتاريخجججججججج  السججججججججابق وحالججججججججة الوسجججججججج  المحججججججججي  بجججججججج  عبججججججججر فتججججججججرات زمنيججججججججة متباينججججججججة. ومججججججججن هنججججججججا بججججججججرزت أهميججججججججة المشججججججججتقات الكسججججججججر  ية فججججججججي الحاليججججججججة وحججججججججدها، بججججججججل يتججججججججأثر أيلمججججججججً

 .، حيث تحتفظ المعادلات التفاضلية الكسرية بأثر الحالات السابقة للنظام في تحديد سلوك  اللاحقتأثير الذاكرةتم يل ما ُ عرف بج

فججججججججي  كمجججججججا سجججججججاهم هجججججججذا التوسجججججججع فجججججججي تطجججججججوير نمجججججججاذ  أكثجججججججر مرونجججججججة لوصجججججججف رجججججججواهر الانتشجججججججار غيجججججججر الاعتيجججججججادي، وعمليجججججججات التوصجججججججيل الحجججججججراري، والتخامجججججججد، والانتشجججججججار
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 مجججججججججن الاعتمجججججججججاد علجججججججججى مشجججججججججتقات محليجججججججججة تعتمجججججججججد علجججججججججى التغيجججججججججر ال حظجججججججججي للدالججججججججج
ً

ة وسجججججججججائ  معقجججججججججدة، وتبجججججججججدد الطاقجججججججججة، واونظمجججججججججة الديناميكيجججججججججة غيجججججججججر الخطيجججججججججة. فبجججججججججدلا

 فقججججججج ، تتجججججججي  المشجججججججتقات الكسجججججججرية وصجججججججف سجججججججلو  تراك جججججججي  عكججججججج  تجججججججأثير الماعججججججج ي فجججججججي الحاضجججججججر، ممجججججججا ي علهجججججججا أدوات مناسجججججججبة لنمذججججججججة الظجججججججواهر ذات الطجججججججابع غيجججججججر

 .المحلي

[، إطججججججججارًا رياضججججججججيًا رصججججججججينًا لتعمججججججججيم المعججججججججادلات التفاضججججججججلية والتكامليججججججججة الكلاسججججججججيكية 6–2وقججججججججد أرمجججججججج ن عججججججججدد مججججججججن البججججججججاح ين، وأبججججججججرزهم السججججججججيد أحمججججججججد فججججججججي دراسججججججججات   

بحيجججججججث تشجججججججمل مجججججججدخلات برتجججججججب كسجججججججرية. وقجججججججد شجججججججمل هجججججججذا ااطجججججججار دراسجججججججة الخصجججججججائص التحليليجججججججة ل حلجججججججول، وطجججججججرق إثبجججججججات الوججججججججود والتفجججججججرد، وتحليجججججججل الاسجججججججتقرار، 

وطججججججججرق الحججججججججل التقريةجججججججججي والعججججججججددي، إضجججججججججافة إلججججججججى تطججججججججوير دوال خاصجججججججججة وفلمججججججججا ات داليجججججججججة مناسججججججججبة للتعامجججججججججل مججججججججع المججججججججؤثرات الكسجججججججججرية. و ججججججججذلك لجججججججججم  عججججججججد الحسجججججججججبان 

 ذا أدوات نظرية وتطبيقية واسعة
ً

 .الكسري م رد تعميم شكلي للمفاهيم التقليدية، بل أصب  فرعًا رياضيًا مستقلا

وتجججججججججزداد أهميجججججججججة هجججججججججذا الات جججججججججاه عنجججججججججدما تجججججججججرتب  المعجججججججججادلات الكسجججججججججرية بججججججججججدوال خاصجججججججججة معروفجججججججججة، م جججججججججل دوال لاجنجججججججججذر، التجججججججججي تمتلجججججججججك خصجججججججججائص تحليليجججججججججة وتعامديججججججججججة 

أمججججججججام مهمجججججججة ت علهجججججججا مناسجججججججبة لبنجججججججا  حلجججججججول متسلسجججججججلة وتم يجججججججل الجججججججدوال فجججججججي فلمجججججججا ات داليجججججججة مناسجججججججبة. فتعمجججججججيم هجججججججذه الجججججججدوال إلجججججججى الحالجججججججة الكسجججججججرية يفجججججججت  المقجججججججال 

 .دراسة معادلات تفاضلية وتكاملية ذات رتب كسرية، ويدعم بنا  حلول تحليلية ونظرية أكثر عمومية للنماذ  الرياضية المعقدة

و جججججججججججذلك  شجججججججججججكل الحسجججججججججججبان الكسجججججججججججري جسجججججججججججرًا بجججججججججججين النظريجججججججججججة الكلاسجججججججججججيكية للتفاضججججججججججججل والتكامجججججججججججل و جججججججججججين التطبيقجججججججججججات المعاصجججججججججججرة فجججججججججججي الفي يجججججججججججا  والهندسجججججججججججة وعلججججججججججججوم 

وعجججججججججدم الحاسجججججججججو  والنمذججججججججججة الرياضجججججججججية. وهجججججججججو مجججججججججا يفسجججججججججر الاهتمجججججججججام المت ايجججججججججد بججججججججج  فجججججججججي الدراسجججججججججات الحدي جججججججججة، لا سجججججججججيما فجججججججججي المسجججججججججائل التجججججججججي تتطلجججججججججب تم يجججججججججل الجججججججججذاكرة 

                    :فججج ن𝑛    ، ففجججي الحسجججبان التقليجججدي  علجججم جيجججدا أن رتبجججة المشجججتقة ولجججتكنالمحليجججة والتباعجججد عجججن السجججلو  الكلاسجججيكي ل نظمجججة الطبيعيجججة

   𝑛 ∈ 𝑧+ , 𝐷𝑛𝑓(𝑥) =
𝑑𝑛

𝑑𝑛(𝑥)
𝑓(𝑥) 

. بحيججججججججججث   𝛽 وفجججججججججي حججججججججججال الحسججججججججججبان الكسججججججججججري فنطججججججججججاق الرتججججججججججب يتوسججججججججججع ليشجججججججججمل اوعججججججججججداد الكسججججججججججرية وغالبججججججججججا مججججججججججايتم اسججججججججججتخدام الرتبججججججججججة (𝑛 − 1 < 𝛽 <  𝑛) 

 اقة.وهذا ما  عطي لهذا النوع من الدراسات أهمية في تطبيقاتها في الظواهر الفي يائية  وخصوصا بما  س ن )تأثير الذاكرة( ونماذ  تبدد الط

  على عدة تعاريف ونماذ  أهمها ا النظري كسري والتي اعتمدت  في إطاره[  في دراسات  عن تطبيقات شاملة ل حسبان ال8 (دياز–ماكياس )وقد تطرق 

  :وصيغتها الرياضية )ليوفيل ريمان_(

                                                                        𝐷𝑎
∗𝛽

 𝑓(𝑥) =  
𝑑

𝑑𝑡
 ∫

(𝑡−𝑠)−𝛽

Γ(1−𝛽)
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑡

𝑎
  𝛽 ∈ (𝑛 − 1, 𝑛)        

 ،ارف علي  في حدودية لاجنذر بحيثالمتع !𝑛في صيغ الحسبان الكسري بدلا من استخدام الملمرو  العادي    Γونلاحظ استخدام دالة جاما 

Γ(𝛽 + 1) = 𝛽! 
 ممججججججا يتججججججي  لنجججججججا فججججججرك اسججججججتخدام المجججججججدخلات الكسججججججرية كرتجججججججب وتخطججججججي شججججججرط الاعجججججججداد الصججججججحيحة فججججججي الملمجججججججرو   وتظهججججججر أهميجججججججة هججججججذه الدالة)دالججججججة جامجججججججا( فججججججي صجججججججيغ

 :العادية المولدة لحدودية لاجنذر ةرودريغي  ففي الصيغ

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛  (𝑥2 − 1)𝑛                               

 : المدعومة ب اما الكسرية والصيغة       

   𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛Γ(𝛽 + 1) 
 ₋₁𝐷𝛽 (𝑥2 − 1)𝛽  

      
ل مجججججججع نمجججججججاذ   جججججججابوتو القاعججججججج

ذ
رة للقواعجججججججد فجججججججي هجججججججذا ااطجججججججار القابجججججججل للتطبيجججججججق المباشججججججججر، الجججججججذي شجججججججك دة النظريججججججججة وأدى هجججججججذا اان جججججججاز العل جججججججي إلجججججججى قفجججججججزة جوهريجججججججة ومغيججججججججذ

–انالمتينججججججججة التججججججججي تسججججججججتند إلاهججججججججا الدراسججججججججات الحدي ججججججججة فججججججججي الحسججججججججبان الكسججججججججري. وفججججججججي السججججججججياق نفسجججججججج  مججججججججن هججججججججذه التطججججججججورات، تميججججججججذ  نمججججججججوذ   ججججججججابوتو عججججججججن نمججججججججوذ  ريمجججججججج

و اسججججججتخدام ليوفيججججججل بأنجججججج  يتشججججججاب  إلججججججى حججججججد كبيججججججر مججججججع التفاضججججججل العججججججاديا إذ إن مشججججججتقة الدالججججججة ال ابتججججججة فججججججي مع ججججججن  ججججججابوتو تسججججججاوي صججججججفرًا، كمججججججا يتججججججي  نمججججججوذ   ججججججابوت

يائيججججججججججة التججججججججججي تبججججججججججدأ وهججججججججججذه الخاصججججججججججية ت علجججججججججج  أكثججججججججججر ملا مججججججججججة لتم يججججججججججل الظججججججججججواهر الفي  ، الشججججججججججروط الابتدائيججججججججججة الصججججججججججحيحة المعتججججججججججادة فججججججججججي صججججججججججياغة المسججججججججججائل الرياضججججججججججية

و جججججججججذلك يقججججججججدم نمججججججججوذ   جججججججججابوتو ، الطاقجججججججججة فججججججججي اونظمججججججججة الديناميكيججججججججة بشججججججججروط مألوفججججججججة، م ججججججججل تحديجججججججججد السججججججججرعة الابتدائيججججججججة أو التسججججججججارع الابتجججججججججدا ي أو وصججججججججف تبججججججججدد 

ا ابتدائيجججججة واضجججججحة، مجججججع الحفجججججا  علجججججى التجججججأثير التراك جججججي للجججججذاكرة الجججججذي يميججججج  الحسجججججب
ً
 لنمذججججججة الظجججججواهر التجججججي تتطلجججججب شجججججروط

ً
ا وفعجججججالا  ان الكسجججججري إطجججججارًا عمليجججججً

[9][14] 

 جججججججججأداة تحليليجججججججججة أساسجججججججججية. ففجججججججججي الحسجججججججججبان العجججججججججادي، تم جججججججججل هجججججججججذه الحجججججججججدوديات  P_n(x) دوال لاجنذذذذذذذذذذذذرند هجججججججججذه الدراسجججججججججة بدالجججججججججة خاصجججججججججة مهمجججججججججة و جججججججججي اواسجججججججججتع

 لمعادلججججججججة تفاضججججججججلية ذات مكانججججججججة وأهميججججججججة واسججججججججعة فججججججججي التطبيقججججججججات العمليججججججججة
ً

عججججججججد دوال لاجنججججججججذر، حلججججججججولا
ُ
مججججججججن الججججججججدوال الخاصججججججججة اوساسججججججججية فججججججججي التحليججججججججل   x(P_n ) وت

ت الرياعجججججججج ي، إذ تظهججججججججر فججججججججي حججججججججل مسججججججججائل القججججججججيم الحديججججججججة، ونمججججججججاذ  القججججججججذ  الكهرومغناطي جججججججج ي، ونظريججججججججة القهججججججججد، وتم يججججججججل الججججججججدوال فججججججججي متسلسججججججججلات، وحججججججججل المعججججججججادلا 

 [.1 التفاضلية في الفلما ات ذات التنارر الكروي. 

ال فججججججججججي نمذجججججججججججة اوم لججججججججججة اوكثججججججججججر تعقيججججججججججدًا المع تمججججججججججدة علججججججججججى  ذاكججججججججججرة  المكججججججججججان ونظججججججججججرًا لتركيجججججججججج  هججججججججججذه الدراسججججججججججة علججججججججججى المعججججججججججادلات ذات الرتججججججججججب الكسججججججججججرية، ودورهججججججججججا الفعججججججججججذ

سججججججججتخدم والزمججججججججان
ُ
ا و ججججججججالغ اوهميججججججججة. فالججججججججدوال الكسججججججججرية المرتبطججججججججة بحججججججججدود لاجنججججججججذر ت ، أصججججججججب  تعمججججججججيم دوال لاجنججججججججذر لتشججججججججمل مججججججججدخلات برتججججججججب كسججججججججرية أمججججججججرًا واقعيججججججججً



يان الكسر الحسب خاصة في إطار جيندر  ال بعض خصائص دوال ل   
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كمججججججججا تتججججججججي  ،  أسججججججججاس لبنججججججججا  منظومججججججججات المججججججججؤثر الكسججججججججري الخججججججججاك بالحسججججججججبان، وتججججججججوفر أداة تحليليججججججججة مناسججججججججبة لتم يججججججججل الحلججججججججول فججججججججي المسججججججججائل ذات الرتججججججججب الكسججججججججرية

ضججججججججافة هججججججججذه الججججججججدوال إمكانيججججججججة دراسججججججججة الخصججججججججائص اوساسججججججججية والحفججججججججا  علاهججججججججا فججججججججي ااطججججججججار الكسججججججججري، وم هججججججججا علاقججججججججات التعامججججججججد بال سججججججججبة إلججججججججى دالججججججججة وزن مناسججججججججبة، إ

عججججججججججد دوال لاجنججججججججججذر الكسججججججججججرية دوال ذاتيججججججججججة فججججججججججي تحليججججججججججل نمججججججججججاذ  سججججججججججتورم، إلججججججججججى خاصججججججججججية التكججججججججججرار المعممججججججججججة
ُ
دة ذات –وت

ذ
ليوفيججججججججججل الكسججججججججججرية، وخاصججججججججججة المعججججججججججادلات المولجججججججججج

   رية المقترنة بشروط حدية مناسبة.الرتبة الكس

 أهمية الدراسة

تكمججججججججن أهميججججججججة هججججججججذه الدراسججججججججة فججججججججي ألهججججججججا تسججججججججهم فججججججججي تطججججججججوير النظريججججججججة الرياضججججججججية للججججججججدوال الخاصججججججججة ضججججججججمن إطججججججججار الحسججججججججبان الكسججججججججري، مججججججججن خججججججججلال تعريججججججججف ودراسججججججججة 

 مجججججججججن  1 1ليوفيجججججججججل اليسجججججججججارية ذات نقطجججججججججة البدايجججججججججة  –عائلجججججججججة مجججججججججن دوال لاجنجججججججججذر الكسجججججججججرية المب يجججججججججة علجججججججججى مشجججججججججتقة ريمجججججججججان
ً

وتطبيقهجججججججججا علجججججججججى صجججججججججيغة رودريغجججججججججز. فبجججججججججدلا

طججججججججاق الاكتفجججججججا  بالتعريفجججججججات الكلاسججججججججيكية التجججججججي تقتصججججججججر علجججججججى رتجججججججب الاشججججججججتقاق الصجججججججحيحة، تقججججججججدم الدراسجججججججة إطجججججججارًا يتججججججججي  التعامجججججججل مججججججججع رتجججججججب كسجججججججرية، ممججججججججا يوسجججججججع ن

 استخدام دوال لاجنذر في المعادلات التفاضلية والتكاملية ذات الرتب الكسرية.

وتججججججججججججزداد أهميججججججججججججة الدراسججججججججججججة مججججججججججججن  ولهججججججججججججا تسججججججججججججكى إلججججججججججججى دراسججججججججججججة الخصججججججججججججائص اوساسججججججججججججية للعائلججججججججججججة المقترحججججججججججججة، م ججججججججججججل العلاقججججججججججججات التفاضججججججججججججلية والتكامليججججججججججججة، والعلاقججججججججججججات 

التكراريججججججججججججة، وسججججججججججججلو  الججججججججججججدوال عنججججججججججججد تغيججججججججججججر رتبججججججججججججة الاشججججججججججججتقاق الكسججججججججججججرية. كمججججججججججججا تركججججججججججججز علججججججججججججى التحقججججججججججججق مججججججججججججن العلاقججججججججججججة بججججججججججججين دوال لاجنججججججججججججذر الكسججججججججججججرية ودوال لاجنججججججججججججذر 

ائج الكلاسجججججججججيكية، بحيججججججججججث تجججججججججؤول العائلججججججججججة الكسجججججججججرية إلججججججججججى العائلجججججججججة التقليديججججججججججة عنجججججججججدما تكججججججججججون رتبجججججججججة الاشججججججججججتقاق عجججججججججددًا  ججججججججججحيحًا. وهجججججججججذا يلمججججججججججمن الاتسجججججججججاق بججججججججججين النتجججججججججج

ليوفيججججججججججل و ججججججججججابوتو فججججججججججي –كمججججججججججا تسججججججججججهم الدراسججججججججججة فججججججججججي إبججججججججججراز الفججججججججججرق بججججججججججين نمججججججججججوذ ي ريمججججججججججان، القديججججججججججدة واوسجججججججججج  الكلاسججججججججججيكية المعروفججججججججججة فججججججججججي نظريججججججججججة الججججججججججدوال الخاصججججججججججة

ا الكسجججججججري، وتوضجججججججي  ملا مجججججججة  جججججججل م همجججججججا لنجججججججوع المسجججججججألة المجججججججراد حلهجججججججا. فنمجججججججوذ   جججججججابوتو يتناسجججججججب مجججججججع المسجججججججائل ذات الشجججججججروط الابتدائيجججججججة المألوفجججججججة، بينمجججججججالحسجججججججبان 

ليوفيجججججججججل إطجججججججججارًا مناسجججججججججبًا لبنجججججججججا  التعريفجججججججججات التجججججججججي تعتمجججججججججد علجججججججججى التكامجججججججججل الكسجججججججججري وصجججججججججيغ رودريغجججججججججز، وهجججججججججو مجججججججججا  عتمجججججججججد عليججججججججج  تعريجججججججججف دوال –يجججججججججوفر نمجججججججججوذ  ريمجججججججججان

 لاجنذر الكسرية في هذه الدراسة.

الدراسججججججججة أهميججججججججة إضججججججججافية مججججججججن  ولهججججججججا تلمججججججججع العائلججججججججة المقترحججججججججة فججججججججي سججججججججياقها العل ججججججججي الصججججججججحي ، مججججججججن خججججججججلال مقارنتهججججججججا بالدراسججججججججات السججججججججابقة التججججججججي تناولججججججججد  وتعطججججججججي

 مججججججججن افتججججججججرار تطججججججججابق العائلججججججججة المقترحججججججججة مججججججججع التعريفججججججججات اوخججججججججرى، –دوال لاجنججججججججذر الكسججججججججرية ودوال جججججججججا و ي الكسججججججججرية ومسججججججججائل سججججججججتورم
ً

ليوفيججججججججل الكسججججججججرية. فبججججججججدلا

و جججججججذلك تشجججججججكل ، فجججججججي تحليجججججججل خصجججججججائص العائلجججججججة المحجججججججددة تسجججججججكى الدراسجججججججة إلجججججججى تحديجججججججد أوجججججججج  التشجججججججاب  والاخجججججججتلاف بي هجججججججا، وتوضجججججججي  ااضجججججججافة العلميجججججججة التجججججججي تقجججججججدمها

ا لاسجججججججتخدام دوال لاجنجججججججذر الكسجججججججرية فجججججججي البنجججججججا
ً

  الطيفجججججججي هجججججججذه الدراسجججججججة مسجججججججاهمة فجججججججي تعميجججججججق الفهجججججججم النظجججججججري ل حسجججججججبان الكسجججججججري ودوالججججججج  الخاصجججججججة، وتفجججججججت   فاقججججججج

 ل حلول، وطرق غاليركن، والتربيع الطيفي، وحل المعادلات التفاضلية الكسرية في الفي يا  والهندسة والنمذجة الرياضية.

 أهداف الدراسة

تهجججججججججدف هجججججججججذه الدراسجججججججججة إلجججججججججى تعمجججججججججيم دوال لاجنجججججججججذر الكلاسجججججججججيكية إلجججججججججى إطجججججججججار الحسجججججججججبان الكسجججججججججري، وذلجججججججججك مجججججججججن خجججججججججلال تعريجججججججججف عائلجججججججججة جديجججججججججدة مجججججججججن الجججججججججدوال  .1

الكسججججججججرية المرتبطججججججججة بصججججججججيغة رودريغججججججججز، ودراسججججججججة خصائصججججججججها التحليليججججججججة والتفاضججججججججلية والتكراريججججججججة. كمججججججججا تسججججججججكى الدراسججججججججة إلججججججججى فحججججججججص مججججججججدى إمكانيججججججججة الحفججججججججا  

 .على الخصائص اوساسية لدوال لاجنذر التقليدية عند الانتقال من الرتب الصحيحة إلى الرتب الكسرية

 :ويمكن تفصيل أهداف الدراسة على النحو الآتي .2

، وتطبيقهجججججججججا علجججججججججى صجججججججججيغة رودريغجججججججججز 1−-1−1ليوفيجججججججججل اليسجججججججججارية ذات نقطجججججججججة البدايجججججججججة –تعريجججججججججف دوال لاجنجججججججججذر الكسجججججججججرية باسجججججججججتخدام مشجججججججججتقة ريمجججججججججان •

 .الكلاسيكية

دراسججججججججججججة العلاقججججججججججججة بججججججججججججين دوال لاجنججججججججججججذر الكسججججججججججججرية المقترحججججججججججججة ودوال لاجنججججججججججججذر الكلاسججججججججججججيكية، والتحقججججججججججججق مججججججججججججن أن العائلججججججججججججة الكسججججججججججججرية تججججججججججججؤول إلججججججججججججى العائلججججججججججججة  •

 .التقليدية عندما تكون رتبة الاشتقاق عددًا  حيحًا

 .اشتقاق صيغ تفاضلية وتكاملية للدوال الكسرية المقترحة، ودراسة سلوكها عند تغير رتبة الاشتقاق الكسرية •

لجججججججة إثبجججججججات العلاقجججججججات التكراريجججججججة التجججججججي تجججججججر   بجججججججين دوال لاجنجججججججذر الكسجججججججرية ذات الرتجججججججب المتتاليجججججججة، و يجججججججان مجججججججدى قابليجججججججة هجججججججذه العلاقجججججججات للتعمجججججججيم مجججججججن الحا •

 .الكلاسيكية إلى الحالة الكسرية

 .دراسة خصائص التعامد للدوال الكسرية المقترحة بال سبة إلى دالة وزن مناسبة، وتحديد الشروط التي تتحقق فاها هذه الخاصية •

ليوفيججججججججل الكسججججججججرية، وذلججججججججك بتحديججججججججد المججججججججؤثر الكسججججججججري المناسججججججججب، ودالججججججججة –تحليججججججججل إمكانيججججججججة اعتبججججججججار دوال لاجنججججججججذر الكسججججججججرية دوال ذاتيججججججججة لمسججججججججائل سججججججججتورم •

 .الوزن، والشروط الحدية المرافقة

مقارنججججججججة العائلججججججججة المقترحججججججججة بالتعريفججججججججات اوخججججججججرى لججججججججدوال لاجنججججججججذر الكسججججججججرية، وخاصججججججججة التعريفججججججججات المب يججججججججة علججججججججى مشججججججججتقة  ججججججججابوتو، و يججججججججان أوججججججججج  التشججججججججاب   •

 .والاختلاف بي ها

 .توريف الدوال الكسرية المقترحة في بنا  حلول تحليلية أو تقريبية للمعادلات التفاضلية ذات الرتب الكسرية •

إبججججججججراز أهميججججججججة الحسججججججججبان الكسججججججججري فججججججججي نمذجججججججججة الظججججججججواهر التججججججججي تتسججججججججم بتججججججججأثير الججججججججذاكرة وعججججججججدم المحليججججججججة، ور جججججججج  ذلججججججججك بالججججججججدور التحليلججججججججي لججججججججدوال لاجنججججججججذر  •

 .الكسرية
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 أساسيات التفاضل والتكامل الكسري 

,𝑎لنفرر أن     𝛽 ∈ 𝑅+    :عددان حقيقيان موجبان، ف ن لدينا بعض المفاهيم والتعريفات المهمة التالية للتكامل والتفاضل من الرتب الكسرية 

 

 ) [𝟓]  ,[𝟒] )  1التعريف   

   𝛽   الكسري من الرتبة  𝑓(𝑡) 𝑓(𝑡)،   ف ن تكامل    ∈ 𝐿1 , 𝛽 ∈ 𝑅   إذا ان       

  عرف  التالي:         

,  بحيثΓ دالةجاما                                 𝐼𝑎
𝛽

𝑓(𝑡) = ∫
(𝑡−𝑠)𝛽−1

Γ(𝛽)
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 

𝑡

𝑎
 

 وتكتب أيلما بالشكل:       

   𝑢 = 𝑡 − 𝑠   بوضع      ,𝐼𝑎
𝛽

 𝑓(𝑡) = ∫
 𝒰𝛽−1

 Γ(𝛽)
𝑓(𝑡 − 𝑢) 𝑑𝑢 

𝑡−𝑎

0
.                                       

فإنه بالإمكان كتابة:     𝑎 =   بوضع و     0

 𝐼𝛽  𝑓(𝑡) = 𝐼0
𝛽

 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) ∗ 𝜂𝛽(𝑡)        

 

عندما:        

  

𝜂𝛽(𝑡) = {

𝑡𝛽−1

Γ(𝛽)
         𝑓𝑜𝑟  𝑡 > 0

0              𝑓𝑜𝑟   𝑡 ≤ 0

 

 

تحقق:    𝜂 بحيث    

𝜂𝛽(𝑡) ∗ 𝜂𝛾(𝑡) = 𝜂𝛽 + 𝛾(𝑡) 

    
تَقَة من الرتبة الكسرية  لدينا التعاريف التالية:  

ْ
 وللمُش

  [𝟕]. ليوفيل( –: ) ريمان 2التعريف 

:تعرف  التالي  𝛽 ∈ (0 , 𝑓(𝑡)   من الرتبة  (1     ليوفيل( للدالة –مشتقة )ريمان  

𝐷𝑎
∗𝛽

 𝑓(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
 ∫

(𝑡 − 𝑠)−𝛽

Γ(1 − 𝛽)
 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝑎

 

 أو

  𝐷𝑎
∗𝛽

 𝑓(𝑡)  =
𝑑

𝑑𝑡
  𝐼𝑎

1−𝛽
𝑓(𝑡)  

لها   تعرف بأ   β ∈ (𝑛 − 1 , 𝑛) تقَة ذات الرُتب الكسرية      
ْ
ش

ُ
   والم

𝐷𝑎
∗𝛽

 𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
 𝐼𝑎

𝑛−𝛽
 𝑓(𝑡)    , 𝑛 = 1 , 2 , … 

هججججججججام فججججججججي إثججججججججرا  وتوسججججججججيع نطججججججججاق تطبيقججججججججات الاشججججججججتقاق  ر ليوفيججججججججل ( أدى  دو  –) لريمججججججججان               والوصججججججججول لتعريججججججججف واضججججججججح وممكججججججججن التطبيججججججججق ل شججججججججتقاق الكسججججججججري 

   بل بما تقتلمي  متطلبات العلوم والتقنية الحدي ة.والتكامل الكسري لي  فقظ كمفاهيم في الرياضة البحث

 

 

  [𝟏]   :)كابوتو(3تعريف    

عرًف     
ُ
𝛽  للدالة المتصلة اتصالا مطلقا  𝑓(𝑡)   بألها  ت ∈ (0, 1] من الرتبة     𝐷𝑎

𝛽
         المشتقة الكسرية 

𝐷𝑎
𝛽

𝑓(𝑡) = ∫
(𝑡 − 𝑠)−𝛽

Γ(1 − 𝛽)

𝑡

𝑎

 
𝑑

𝑑𝑠
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠  

  أو

𝐷𝑎
𝛽

𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎
1−𝛽

 
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡) .  



يان الكسر الحسب خاصة في إطار جيندر  ال بعض خصائص دوال ل   

 

2216 

 

عرًف بواسطة  
ُ
ت 𝛽 ∈ (𝑛 − 1 , 𝑛]     والمشتقة ذات الرتبة الكسرية    

   𝑛 = 1 , 2 , …  و
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1[𝑎 , 𝑏]  ∶ 

 𝐷𝑎
𝛽

𝑓(𝑡) = 𝐼𝑎
𝑛−𝛽 𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)  

  الشكل المألوف وتتم ل الممي ات اوساسية لطريقة  ابوتو في  ون الشروط الابتدائية للمعادلات التفاضلية  الكسرية المرفقة بمشتقات  ابوتو  تتخذ  نف     

  .لمعادلات الرتب الصحيحة

  [𝟏]4تعريف

   :قيندر وصيغتها العامة بألها أهم الصيغ ا لتوليد دوال لتعرف صيغة رودريغز        

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐷𝛽 (𝑥2 − 1)𝑛 ,   𝑛 = 1 , 2 , …         (1)  

𝛽 ∈ (𝑛 − 1 , 𝑛]   , 𝑥 ∈ (−1 ,    ب يث             (1

                

 المادة العلمية والإطار النظري: 

:1نظرية  

  lim
𝛽→𝑛−1

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) = ∑
(−1)𝑘(2 𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!  Γ(𝑛 − 𝑘 + 2)
 (𝑥 + 1)𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=0

  

 

.𝛽 ∈ (𝑛 − 1 , 𝑛]   , 𝑥 ∈ (−1 , 1) بجيث                            
 

البرهان:   

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐷𝛽(𝑥2 − 1)𝑛                                                                 

           =
1

2𝑛𝑛!
∑

(−1)𝑛−𝑘 (−2)𝑛 𝑛!

2𝑛−𝑘 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=0

 ₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥 + 1)2𝑛−𝑘            

= ∑
(−1)𝑘 (2𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘 𝑘! [(𝑛 − 𝑘)!]2
 ₋₁𝐼𝑛−𝛽 (𝑥 + 1)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

               

            = ∑
(−1)𝑘 (2𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘𝑘! (𝑛 − 𝑘)!  Γ(2𝑛 − 𝑘 − 𝛼 + 1)
 (𝑥 + 1)2𝑛−𝛽−𝑘

𝑛

𝑘=0

     

lim
𝛽→𝑛−1

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) = lim
𝛼→𝑛−1

∑
(−1)𝑘 (2𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!  Γ(2𝑛 − 𝑘 − 𝛽 + 1)
 (𝑥 + 1)2𝑛−𝛽−𝑘      

𝑛

𝑘=0

 

                  = ∑
(−1)𝑘 (2𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!  Γ(2𝑛 − 𝑘 − 𝑛 + 1 + 1)
 (𝑥 + 1)2𝑛−𝑛+1−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

∑
(−1)𝑘 (2𝑛 − 𝑘)!

2𝑛−𝑘 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!  Γ(𝑛 − 𝑘 + 2)
 (𝑥 + 1)𝑛−𝑘+1

𝑛

𝑘=0

       

 

2نظرية   
: لنفرر أن لدينا   

:فإن    𝛽 ∈ (𝑛 − 1 , 𝑛] ,     𝑛 = 1 , 2 , …                              

                  lim
𝛽→(𝑛)−

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) = 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)                              (i)  

                                      =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛(𝑥2 − 1)𝑛             

 lim
𝛽→(𝑛−1)+

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) = 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)                              (ii  (  

                                                            =  
1

2𝑛 𝑛!
𝐷𝑛−1(𝑥2 − 1)𝑛                          
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                              𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = ∫ 𝑃𝑛(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

−1
                      (iii ( 

 

  
البرهان   

ندر معرفة بجيقدالة ل    (i) 

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐷𝛽 (𝑥2 − 1)𝑛          

               =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

lim
𝛽→(𝑛)−

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 lim
𝛽→(𝑛)−

₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛(𝑥2 − 1)𝑛 

                          =
1

2𝑛 𝑛!
 lim
𝑛−𝛽→0

₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

 =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛  

 =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

 = 𝑃𝑛(𝑥)                       
 

    (ii) 

                 𝑃𝑛,𝛽    (𝑥)  =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐷𝛽 (𝑥2 − 1)𝑛 ,     𝑛 = 1 , 2 , … 

                             =  
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛             

lim
𝛽→(𝑛−1)+

𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 lim
𝛽→(𝑛−1)+

₋₁𝐼𝑛−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛       

                    =
1

2𝑛 𝑛!
 lim
𝑛−𝛽→1+

𝐼𝑛−𝛽  𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

            =
1

 2𝑛 𝑛!
 ˍ₁𝐼 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛              

                                             =
1

2𝑛 𝑛!
 {𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛 − 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛|ᵪ₌₋₁} 

 
بما أن:   

𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛 = ∑
(−1)𝑛 𝑛!

2𝑘−𝑛 𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 𝐷𝑛−1 (𝑥 + 1)𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

           

                          = ∑
(−1)𝑛 (𝑛)! (𝑛 + 𝑘)!

2𝑘−𝑛 𝑘! (𝑛 − 𝑘)! (𝑘 + 1)!
 (𝑥 + 1)𝑘+1

𝑛

𝑘=0

        

 

: مما  ع ي أن   

     𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛| 𝑥 =−1  = 0                       

                lim
𝛽→(𝑛−1)+

 𝑃𝑛,𝛽(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛               

                                               = 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)                           
 

      𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐼 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛                        (iii ( 

        = ₋₁𝐼 𝑃𝑛(𝑥)                     
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(2)                  𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = ∫ 𝑃𝑛(𝑠) 𝑑𝑠  
𝑥

−1

                                                     

 
فثلا        

ح أنيضلتو   

   𝑃2,1(𝑥) =
1

2
 𝑥(𝑥2 − 𝑃1,0(𝑥)     و (1 =

1

2
 (𝑥2 − 1)                                

                                
                      

 

  

  :  ( ف ن  لدينا2من  المعادلة )     

𝑃1,0(𝑥) = ∫ 𝑃1(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

−1

 

      = ∫ 𝑠
𝑥

−1

 𝑑𝑠 

            =
1

2
 (𝑥2 − 1) 

 
       وأيضا:   

𝑃2,1(𝑥) = ∫ 𝑃2(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

−1

 

                         𝑃2,1(𝑥)    = ∫
1

2

𝑥

−1

 (3𝑠2 − 1) 𝑑𝑠 

                 𝑃2,1(𝑥)   =
1

2
 (𝑠3 − 𝑠) |−1

𝑥  

                =
1

2
 𝑥(𝑥2 − 1) 

          
 

 نتيجة:  

               n = 1,2, … 𝑃𝑛,𝑛−1(−𝑥)    عندما       = (−1)𝑛−1 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)                             

 البرهان:

  𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)    ردمن تعريف دالة لقين        

فإن                   

𝑃𝑛,𝑛−1(−𝑥) =   
1

2𝑛 𝑛!
 

𝑑𝑛−1

𝑑(−𝑥)𝑛−1  ((−𝑥)2 − 1)𝑛 

             =
(−1)1−𝑛

2𝑛 𝑛!
 

𝑑𝑛−1

𝑑𝑥𝑛−1
 (𝑥2 − 1)𝑛 

ومن ثم      

𝑃𝑛,𝑛−1(−𝑥) = (−1)𝑛−1  
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛 

= (−1)𝑛−1 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)   
𝑛  نحصل على:     = 1 وإذا كان           

𝑃1,0(−𝑥) =
1

2
 ((−𝑥)2 − 1) 

         =
1

2
 (𝑥2 − 1) 

 = 𝑃1,0(𝑥) 
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 نظرية  3

ف ن     𝑛 = 1 , 2 , … , 𝛽  و  ∈      إذا  ان    [0,1) 

 
₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = 𝑃𝑛,𝑛+𝛽−1 (𝑥)                                         

 

و         
lim

𝛽⟶1
₋₁𝐷𝛽  𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)                                       

البرهان :        
: 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)        فمن تعري   

: ف ن  

 ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = ₋₁𝐷𝛽  
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛                                                         

                                    = ₋₁𝐼𝛽−1 𝐷 
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛 

                         =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐼1−𝛽 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

                                     =
1

2𝑛 𝑛!
 ₋₁𝐼𝑛−(𝛽+𝑛−1) 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛 

                      ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)   =   
1

2𝑛 𝑛!
₋₁𝐷𝛽+𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛                               

₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = 𝑃𝑛,𝛽+𝑛−1(𝑥)                            

 
و        

lim
𝛽⟶1

₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛 𝑛−1(𝑥) = lim
𝛽⟶1

𝑃𝑛,𝛽+𝑛−1(𝑥)    

 
                                               = lim

𝛽+𝑛−1⟶𝑛
𝑃𝑛,𝛽+𝑛−1(𝑥) 

                 = 𝑃𝑛(𝑥) 

 
)العلاقة التكرارية(  4النظرية   

𝑛   ف ن:   = 1 , 2 , إذا  اند          …  

 
𝑑

𝑑𝑥
 (𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) − 𝑃𝑛−1,𝑛−2(𝑥)) = (2𝑛 + 1)𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)                                   

 البرهان :  

        من تعريف 𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) يمكن القول أن: 

      𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) =
1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛+1                              

                              =
1

2𝑛+1 (𝑛 + 1)!
 𝐷𝑛−2 𝐷2(𝑥2 − 1)𝑛+1                          

                  =
2(𝑛 + 1)

2𝑛+1 (𝑛 + 1)!
 𝐷𝑛−2 ((2𝑛 + 1) (𝑥2 − 1)𝑛) 

+2𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛−1 

                                    =
2𝑛 + 1

2𝑛 (𝑛)!
 𝐷𝑛−2 (𝑥2 − 1)𝑛 +

2𝑛

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−2 (𝑥2 − 1)𝑛−1 

= (2𝑛 + 1) 𝑃𝑛,𝑛−2(𝑥) +
1

2𝑛−1 (𝑛 − 1)!
 𝐷𝑛−2 (𝑥2 − 2)𝑛−1                        

          = (2𝑛 + 1) 𝑃𝑛,𝑛−2(𝑥) + 𝑃𝑛−1,𝑛−2(𝑥)      
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يقتض ي : وهذا    

𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) − 𝑃𝑛−1,𝑛−2(𝑥) = (2𝑛 + 1) 𝑃𝑛,𝑛−2                

  :𝑥 لج بتفاضل طرفي المعادلة بال سية

𝑑

𝑑𝑥
(𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) − 𝑃𝑛−1,𝑛−2(𝑥)) = (2𝑛 + 1) 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)   

 

 

:   5النظرية     

ف ن:    𝑛 = 1 , 2 , و     , …  𝛽 ∈ إذا  ان لدينا          [0,1)  

₋₁𝐷𝛽+1 𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) = (2𝑛 + 1) ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) + ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛−1,𝑛−1(𝑥) 
البرهان       

:  𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥)   من تعريف 

₋₁𝐷𝛽+1 𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) 

           = 𝐷𝛽+1  [
1

2𝑛+1 (𝑛 + 1)!
 𝐷𝑛 (𝑥2 − 1)𝑛+1]  

                      =
1

2𝑛+1 (𝑛 + 1)!
 ₋₁𝐼1−(𝛽+1) 𝐷𝑛+1 [(𝑥2 − 1)𝑛+1] 

                          =
1

2𝑛+1 (𝑛 + 1)!
 ₋₁𝐼1−(𝛽+1) 𝐷𝑛−1 [𝐷2 (𝑥2 − 1)𝑛+1] 

                                                                                     =
2(𝑛+1)

2𝑛+1 (𝑛+1)!
 ₋₁𝐼1−(𝛽+1) 𝐷𝑛−1 [(2𝑛 + 1)(𝑥2 − 1)𝑛+2𝑛(𝑥2 − 1)𝑛−1]   

                       =
1

2𝑛 (𝑛)!
 ₋₁𝐼1−(𝛽+1) [(2𝑛 + 1) 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛   

  +2𝑛 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛−1]  
 مما   ع ي أن 

₋₁𝐷𝛽+1 𝑃𝑛+1,𝑛(𝑥) = ₋₁𝐼(1−𝛽) 𝐷 [(2𝑛 + 1)𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) +   𝑃𝑛−1,𝑛−1(𝑥)] 

                                           = (2𝑛 + 1) ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) + ₋₁𝐷𝛽 𝑃𝑛−1,𝑛−1(𝑥) 
 

:   6النظرية     

تحقق المعادلة التفاضلية   𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛             الدالة :    

𝑑

𝑑𝑥
{(1 − 𝑥2) 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥)} + 2𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥) + 𝑛(𝑛 + 1) 𝑦(𝑥) = 0 

البرهان :    
ثم نتحصل على    𝐹(𝑥) = (𝑥2 − 1)𝑛 ,   لنفرر أن  

𝐹ˊ(𝑥) = 2𝑛 𝑥 (𝑥2 − 1)𝑛−1 
  ستلزم أن  

2𝑛𝑥 𝐹(𝑥) = (𝑥2 − 1) 𝐹ˊ(𝑥) 
:في كلا الطرفين  𝑛 الاشتقاق 

𝐷𝑛 {2𝑛𝑥 𝐹(𝑥)} = 𝐷𝑛 {(𝑥2 − 1) 𝐹ˊ(𝑥)} 

2𝑛 ∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 [𝐷𝑘𝑥] [𝐷𝑛−𝑘 𝐹(𝑥)]                                                   = 2𝑛 𝑥 𝐹𝑛(𝑥) + 2𝑛2 𝐹(𝑛−1)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

  

 ∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 [𝐷𝑘(𝑥2 − 1)] [𝐷𝑛−𝑘  𝐹ˊ(𝑥)]    

𝑛

𝑘=0

= (𝑥2 − 1) 𝐹(𝑛+1)(𝑥)  + 2𝑛 𝑥 𝐹(𝑛)(𝑥)   +  𝑛(𝑛 − 1) 𝐹(𝑛−1)(𝑥 ) 
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 ومن هذا نحصل على         

2𝑛 𝑥 𝐹𝑛(𝑥) + 2𝑛2 𝐹(𝑛−1)(𝑥) = (𝑥2 − 1) 𝐹(𝑛+1)(𝑥) + 2𝑛 𝑥 𝐹(𝑛)(𝑥)  + 𝑛(𝑛 − 1) 𝐹(𝑛−1)(𝑥) 

 
مما يقتض ي أن       

            (1 − 𝑥2) 𝐹(𝑛+1)(𝑥) − 2𝑛𝑥 𝐹𝑛(𝑥) + 2𝑛𝑥 𝐹(𝑛)(𝑥) + 𝑛(𝑛 + 1) 𝐹(𝑛−1)(𝑥) = 0 
  بالقسمة على   !2𝑛 (𝑛)   و تطبيق صيغة رودريغز، لدينا

        (1 − 𝑥2) 
𝑑2

𝑑𝑥2
 [

1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛] − 2𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 [

1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛] 

    +2𝑥 
𝑑

𝑑𝑥
 [

1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛] + 𝑛(𝑛 + 1) [

1

2𝑛 (𝑛)!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛] = 0 

يقتض ي أن    

      
𝑑

𝑑𝑥
 [(1 − 𝑥2) 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥)] + 2𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) + 𝑛(𝑛 + 1) 𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) = 0 

 

 الدراسات السابقة: 

، ولا سيما في تعميم اوس  الكلاسيكية لك يرات الحدود المتعامدة و 
ً
 م حورا

ً
 نا  طرائق تحليلية شهدت دراسة الدوال الخاصة في إطار الحسبان الكسري تطورا

بيان وج  الصلة والاختلاف بي ها   وعددية لحل المعادلات التفاضلية ذات الرتب الكسرية. وفيما يأتي عرر موجز وعمال ترتب  مباشرة بموضوع هذه الدراسة، مع

 و ين العائلة المعرفة في هذا البحث.

م  ارم وعباس  صياغة عامة لما أطلقوا علي  دوال لي اندر ذات الرتب الكسرية، بهدف استخدامها في  (  Kazem  Abbasbandy  & Kumar  2013بندي و ومار )قدذ

 للمشتقا–حل المعادلات التفاضلية الكسرية. واعتمدوا في تعريف المشتقة الكسرية على صيغة  ابوتو باستخدام تكامل ريمان
ً
ت ومصفوفات  ليوفيل، واشتقوا صيغا

ح نا في تعميم الب ية تشغيلية لللمر ، ثم ورفوا هذه اودوات مع طريقة تاو لتحويل مسائل تفاضلية خطية وغير خطية إلى أنظمة جبرية. وتتم ل صلة هذا العمل بب

ت ب  إلي ، إذ إن تعريف العائلة في مخطوطتنا ينطلق من تطبيق مشتقة المرتبطة بك يرات حدود لي اندر إلى سياق الرتب الكسريةا أما الاختلاف الرئي  في بغي ال

وفق صيغة رودريغز، وهو تعريف لا ي وز افترار مطابقت  لتعريف الدوال الوارد عند  ارم وزميلي    x² 1(^n)على   1ليوفيل اليسارية ذات نقطة البداية  –ريمان

 [ 16دون برهان صري .  

ليوفيل الكسري، بنوعاها المنتظم والمفرد، و استخدام –مسائل القيم الذاتية من نوع ستورم(  Zayernouri & Karniadakis  2013درس زايرنوري و ارنياداكي  ) 

 ذاتية تحليلية غير ك يرة حدود أطلقا علاها اسم  متع–مؤثرات كسرية من نوعي ريمان 
ً
  Jacobiددات حدود جا و ي الكسرية  )ليوفيل و ابوتو. واشتق الباح ان حلولا

fractonomials-poly  ،)  والتعامد بال سبة إلى دوال الوزن الملائمة، كما بح ا خصائص التقريب العددي لهذه الدوال. وأثبتا خواك تتعلق بواقعية القيم الذاتية

 أن العائلة المعرفة في بح نا دوال ذاتية لمؤثر  وتفيد هذه الدراسة في وضع موضوع المؤثرات الكسرية والتعامد ضمن سياق  الطيفي ال
ً
صحي ا لك ها لا ت بد تلقائيا

 [ 17ليوفيل كسري، إذ يتطلب ذلك تحديد المؤثر وم ال  وشروط  الحدية وإثبات خاصية القيمة الذاتية والتعامد للعائلة المقترحة نفسها.  –ستورم

( و ارنياداكي   وأي سورث  زايرنوري  م 
قدذ الات اه،  لهذا  امتداد  ستورم(  Zayernouri  Ainsworth  & Karniadakis  2015وفي  لمسائل  الكسرية –دراسة  ليوفيل 

( في طرا(،  Liouville Problems–Tempered Fractional Sturmالمخمدة  واستخدامها  المتعامدة  الذاتية  الدوال  بتروفوناقشوا عائلات من  نوع  –ئق طيفية من 

وشروط حدية  غاليركن لحل معادلات تفاضلية كسرية. وتبرز أهمية هذا العمل في توضي  أن بنا  أساس طيفي كسري متعامد يرتب  باختيار مؤثر كسري محدد  

 [ 18ووزن مناسب، ولي  بم رد وجود مشتقة كسرية في تعريف الدالة.  

( وكيريوفا  ماشادو  والمشتقات  (  Machado & Kiryakova  2021كما عرر  للتكاملات  العامة  اوطر  تناول  الكسري،  الحسبان  في  الخاصة  للدوال   
ً
تمهيديا  

ً
دليلا

لة بين نظرية المؤثرات الكسرية الكسرية و عض الدوال الخاصة المستخدمة بوصفها نوى في المؤثرات الكسرية المعممة. وتوفر هذه الدراسة خلفية مرجعية لفهم الص

 [19ونظرية الدوال الخاصة، وتؤكد أهمية التصري  بنوع المؤثر وتعريف  ونقطة بدايت  عند بنا  تعميمات جديدة.  

رجع الرق ي للمعهد الوط ي أما ك يرات حدود لي اندر الكلاسيكية، فتُعد صيغة رودريغز وعلاقات التعامد والمعادلة التفاضلية من خصائصها اوساسية الموثقة في الم

ال امن عشر ولا سيما الفصل الرابع عشر الخ(،  NIST Digital Library of Mathematical Functionsاومريكي للمعايير والتقنية ) اك بدوال لي اندر والفصل 

ئلة المقترحة عند رجوع رتبة  الخاك بك يرات الحدود المتعامدة. ويُستفاد من هذا المرجع في ت بيد الحالة الكلاسيكية التي ي بغي أن تتوافق معها الصيغ الحدية للعا

 [20الاشتقاق إلى رتبة  حيحة.  

 تعقيب على الدراسات السابقة: 

ة للمعادلات التفاضلية توضح اوعمال السابقة وجود مسارين متكاملين: أولهما بنا  دوال لي اندر أو دوال متعامدة ذات رتب كسرية لاستخدامها في الحلول العددي

ستورم لمسائل  طيفية  نظرية  تطوير  وثاناهما  مرتبط–الكسرية،  لعائلات  الذاتية  والخصائص  التعامد  وإثبات  الكسرية  نقطة ليوفيل  وتتم ل  محددة.  بمؤثرات  ة 
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. ومن ثم ف ن ااضافة التي 1ليوفيل اليسارية المطبقة على صيغة رودريغز مع نقطة بداية  –الانطلاق في المخطوطة الحالية في تعريف عائلة بواسطة مشتقة ريمان

 على القدة المطلقة تسكى الدراسة إلى بحثها  ي تحليل خصائص هذه العائلة المحددة، والتحقق من حدودها وعلاقاتها التفاضلية والتكرارية. و 
ً
لا ُ عد ذلك وحده دليلا

ليوفيلا فهذه ادعا ات مستقلة ي بغي إثباتها ومقارنتها بالتعريفات والنتائج الم شورة في الدراسات المشار  –أو على خاصية التعامد أو  ون الدوال ذاتية لمؤثر ستورم

 إلاها.

 عن البرهان: تُقارن الحالة الكلاسيكية بصيغ لي اندر الم
ً
 للمقارنة لا بديلا

ً
ستخدم الدراسات السابقة هنا إطارا

ُ
عروفة، وتُقارن الب ية الكسرية و ناً  على ذلك، ست

ليوفيل الكسرية التي تعتمد على مؤثرات وأوزان  –بدوال لي اندر الكسرية المب ية على تعريف  ابوتو، كما تُفصل نتائج العائلة المقترحة عن نتائج مسائل ستورم

 .وشروط حدية أخرى 

 

 الاستنتاجات 

است تج الباح ان من هذه الدراسة أن تعميم دوال لاجنذر إلى إطار الحسبان الكسري يم ل امتدادًا طبيعيًا للنظرية الكلاسيكية للدوال الخاصة، غير أن هذا 

التعميم لا يقتصر على استبدال رتبة الاشتقاق الصحيحة برتبة كسرية، بل يتطلب اختيارًا دقيقًا لنوع المشتقة الكسرية، ونقطة البداية ودالة الوزن  

 والشروط الحدية المرافقة،  وتتم ل النتائج في النقاط التالية:-  

، وتطبيقها على صيغة رودريغز الكلاسيكية، 1−-1−1ليوفيل اليسارية ذات نقطة البداية  –تم تعريف دوال لاجنذر الكسرية اعتمادًا على مشتقة ريمان •

 .بحيث تشكل هذه العائلة امتدادًا طبيعيًا لدوال لاجنذر التقليدية

بين التعريف تبين أن دوال لاجنذر الكسرية تؤول إلى دوال لاجنذر الكلاسيكية عندما تكون رتبة الاشتقاق عددًا  حيحًا غير سالب، مما يلممن الاتساق   •

 .الكسري المقترو والتعريف الكلاسيكي المعروف

 من الملمرو  العادي يتي  تعريفًا مستمرًا للدوال عند الرتب الكسرية، ويت اوز القيد التقل •
ً

يدي الذي يقتصر أرهرت الدراسة أن استخدام دالة غاما بدلا

 .على الرتب الصحيحة فق  

الكلاسيكية تبين أن دوال لاجنذر الكسرية تختلف عن دوال لاجنذر الكلاسيكية في سلوكها التحليلي، وأن  لا يمكن افترار انتقال جميع خصائص الحالة   •

 .إلى الحالة الكسرية دون برهان صري 

الو  • ودالة  البداية،  ونقطة  الكسري،  المؤثر  اختيار  على  تعتمد  بل  الكسرية،  للدوال  تلقائية  خاصية  ليسد  التعامد  خاصية  أن  الدراسة  زن،  أرهرت 

 .والشروط الحدية المرافقة للمسألة

الا  • برتبة  تتعلق  ا 
ً
شروط أو  إضافية  معاملات  تتلممن  قد  لك ها  العام،  بشكلها  تحتفظ  قد  الكسرية  لاجنذر  لدوال  التكرارية  العلاقات  أن  شتقاق  تبين 

 .الكسرية، ولهذا ي ب اشتقاقها بشكل مستقل عن الحالة الكلاسيكية

عد تلقائيًا دوال ذاتية لمسائل ستورم •
ُ
ليوفيل الكسرية، إذ يتطلب ذلك تحديد المؤثر الكسري – أرهرت الدراسة أن دوال لاجنذر الكسرية المقترحة لا ت

 .وم ال  ودالة الوزن والشروط الحدية، ثم إثبات خاصية القيمة الذاتية والتعامد للعائلة المقترحة

ليوفيل ملا مة أكبر عند بنا  التعريفات –تبين أن نموذ   ابوتو يظهر ملا مة أكبر عند التعامل مع مسائل القيم الابتدائية، بينما يظهر نموذ  ريمان •

 .ليوفيل اليسارية–التي تعتمد على التكامل الكسري وصيغ رودريغز، وهو ما يفسر اعتماد هذه الدراسة على مشتقة ريمان

أن تُدرس    أرهرت الدراسة أن الدوال الكسرية المقترحة يمكن أن تشكل أساسًا لبنا  حلول تحليلية أو تقريبية للمعادلات التفاضلية الكسرية، شريطة •

 .خصائصها بدقة قبل استخدامها في التم يلات التسلسلية أو الطرق الطيفية

 لتم يل الظواهر الت •
ً

ي تتسم بالذاكرة تبين أن دراسة دوال لاجنذر الكسرية تسهم في توسيع النظرية الكلاسيكية للدوال الخاصة، وتوفر إطارًا أكثر شمولا

 .وعدم المحلية وتبدد الطاقة

ابوتو، وذلك  أرهرت الدراسة أهمية المقارنة بين العائلة المقترحة والتعريفات اوخرى لدوال لاجنذر الكسرية، وخاصة التعريفات المب ية على مشتقة    •

 .لتحديد أوج  التشاب  والاختلاف بي ها بشكل دقيق

المعادلا  • الطيفي، وحل  والتربيع  ل حلول، وطرق غاليركن،  الطيفي  البنا   في  الكسرية  ا لاستخدام دوال لاجنذر 
ً
تفت   فاق الدراسة  أن  التفاضلية  تبين  ت 

 .الكسرية في الفي يا  والهندسة والنمذجة الرياضية
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 و اختصار يمكن ت خيص أهم النتائج التي توصل إلاها الباح ان فيما يأتي:

   الكسري  ذر الخاصة في سياق التفاضل والتكامليقنلة لفي هذه الدراسة بتعريف دا اماق  -1

:حلا جديد للمعادلةرحا اقت -2  

𝑑

𝑑𝑥
{(1 − 𝑥2) 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥)} + 2𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥) + 𝑛(𝑛 + 1) 𝑦(𝑥) = 0 

    وهوا   الدالة 

𝑃𝑛,𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛 𝑛!
 𝐷𝑛−1 (𝑥2 − 1)𝑛  

   .قيندران حققد الخصائص الهامة لدالة ل بعد   

 

 التوصيات  

 :بناً  على نتائج الدراسة واست تاجاتها، يوص ي الباح ان بما يأتي

 .إجرا  دراسة تفصيلية لخصائص دوال لاجنذر الكسرية المقترحة •

بيعة المشتقة  دراسة العلاقات التكرارية للدوال الكسرية المقترحة، والتحقق من مدى إمكانية تعميم العلاقات الكلاسيكية أو تعديلها بما يتناسب مع ط •

 .الكسرية

 .دراسة خاصية التعامد للدوال الكسرية المقترحة، وتحديد دالة الوزن والشروط الحدية المناسبة التي تتحقق فاها هذه الخاصية •

 .ليوفيل الكسرية–تحديد المؤثر الكسري المناسب ودالة الوزن والشروط الحدية قبل الحديث عن  ون الدوال الكسرية ذاتية لمسائل ستورم •

تحديد أوج  إجرا  مقارنة تفصيلية بين العائلة المقترحة والتعريفات اوخرى لدوال لاجنذر الكسرية، وخاصة التعريفات المب ية على مشتقة  ابوتو، ل •

 .التشاب  والاختلاف بي ها

 .لتعامديةتوريف الدوال الكسرية المقترحة في بنا  حلول تحليلية أو تقريبية للمعادلات التفاضلية الكسرية، بعد التحقق من خصائصها التحليلية وا •

يب  تطوير طرق عددية وطيفية تعتمد على دوال لاجنذر الكسرية، م ل طرق غاليركن وطرق التربيع الطيفي، بعد التحقق من خصائص التعامد والتقر  •

 .للعائلة المقترحة

 .ار الكسري توسيع الدراسة لتشمل دوال لاجنذر المرتبطة، ودوال لاجنذر المعممة، ودوال جا و ي الكسرية، لدراسة العلاقة بين هذه العائلات في ااط •

وت • الملوثات،  وانتشار  والتخامد،  الحرارة،  انتشار  م ل  الذاكرة،  بتأثير  تتسم  وهندسية  في يائية  نمذجة رواهر  في  النظرية  النتائج  الطاقة، تطبيق  بدد 

 .واونظمة الديناميكية غير الخطية

 .إجرا  مقارنات كمية بين الحلول الكلاسيكية والحلول الكسرية، لبيان أثر تغير رتبة الاشتقاق الكسرية على سلو  الحل ودقت  واستقراره •
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