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 الملخص:

المنحرررف  ددي وهما تكامل رومبرررو وطريقررة شررب تهدف هذه الدراسة الي مقارنة شاملة بين أهم طرائق التكامل الع
وذلك لتعطي تقريب أولي , ثم نطبق عملية الاستكمال الخارجي لريتشاردسون الذي يستعمل كثيرررا جيجرراد نتررائ  ذو 

 أقل . قيمة عالية واستخدام حلول ذو رتب
اج الررى تيرراير الخطرروات استخدام تقنية الاستكمال لتحسين دقررة الطرائررق العدديررة برردون الاحتيرر   تعتمد الدراسة على

فتين, وذلك جلااء حد الخطأ السررائد ومررن طريقتين مختلناتجين عن  علي دم  حلين  بشكل كبير حيث تقوم هذه التقنية  
 الحيول على حل أكتر دقة .ثم 

متاز بدقة عالية مقارنة بطريقة شب  المنحرف لأن هررذه الطريقررة مهمة هي أن طريقة تكامل رومبرو ت تويلنا لنتيجة
الخطأ العددي شيئاً فشيئاً وكمررا ادركنررا  أن زيرراد  كميررة التقسرريمات ينررت  عنرر  تحسررين التقررارب فرري تعتمد على تقليل  

وتكررون أقرررب للمعرراير  , الطريقتين ولاكن معدل التقارب في طريقة تكامل رومبرررو كرران أسرررر وأكبررر دقررة فالحررل
المنحرررف يجعررل كميررة   ل ريتشاردسون مع طريقررة شررب استكما  باستخدامكما أكدت الدراسة ان الحل    الحقيقية لتكامل

 المطلوبة أقل ونتائ  أدو . العمليات التكاملية الحسابية 
 عررادلات التفاضررلية أو مسررائل هندسرري  حقيقرر فرري حررل الم يويى بتطبيق النتائ  العددية المستخلية من هذه الدراسة

)مثل حساب المسرراحات , العررزوم , أو ترردفق الموائررعهالتي تاهررر هررذه التكرراملات كجررزء مررن الحررل وتوسرريع نطرراو 
 . (𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 𝑄𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎)المقارنة مستقلاً ليشمل طرقاً تربيعية اخرى متل تربيع غاوس 

 تكامل رومبرو , طريقة شب  المنحرف , الاستكمال الخارجي لريتشاردسونالكلمات المفتاحية :
 المقدمة : .1

اد حلول لمشرركلة م  وذلك جيج1955عام  تكامل رومبرو  طريقة    ( 𝑊𝑒𝑟𝑛𝑒𝑟 𝑅𝑜𝑚𝑏𝑒𝑟𝑔 )  رومبرو  -قدم ويرنر

فرري طريقررة  لحقيقي عند التقريب بخطوط مستقيمةأو بالنقيان بين الخط والمنحنى ا بالزياد إما  وجود فراغات كبير 
وذلرررررك باسرررررتخدام الاسرررررتكمال الخرررررارجي لريتشاردسرررررون  (𝑇𝑟𝑎𝑝𝑒𝑧𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙  𝑅𝑢𝑙𝑒)شرررررب  المنحررررررف 

(𝑅𝑖𝑐ℎ𝑎𝑟𝑑𝑠𝑜𝑛 𝐸𝑥𝑡𝑟𝑎𝑝𝑜𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛)    وذلك بالتخلص من حدود الخطررأ ترردريجياً ورغررم ذلررك تحترراج طريقررة شررب

جررداً ه للويررول إلرري دقررة   يرراير   ℎالمنحرف إلى تقسيم الفايل الزمني إلي عدد كبير جداً من الفترات )أي جعررل  
 .[1]اب النتائ عالية وذلك يزيد من الوقت لحس

 (𝑅𝑜𝑚𝑏𝑒𝑟𝑔 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛) تكامررل رومبرررو الدراسررة هررو مقارنررة عدديررة لدقررة الحلررول بررين هررذهالهدف مررن 
بينهما وإاهررار   الرياضيالاستقراء الخارجي لريتشاردسون وإثبات التباين والتكافؤ    باستخداموطريقة شب  المنحرف  

بسرريطة ذات دقررة سرعة تقارب الحل نحو القيمة الحقيقية لأن المقارنة تبين للمحلل العددي كيف يمكن تحويل طريقررة 
 .[2]استكمال ريتشاردسون باستخدامالى أدا  فائقة الدقة  منخفضة )طريق  شبة المنحرفه
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 .عرض البيانات :2

 : 𝑹𝒊𝒄𝒉𝒂𝒓𝒅𝒔𝒐𝒏  𝑬𝒙𝒕𝒓𝒂𝒑𝒐𝒍𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏الاستكمال الخارجي لريتشاردسون   2.1
و رتب أقل ولفحص اسلوب الاستكمال الخارجي نفتررر  ييغ  ذ  باستخدامستعمل هذا الاستكمال لتوليد نتائ  دقيقة  ي

مع الافترا  أن شكل الخطأ في تقريررب و . 𝑀لقيم  غير معلومة   𝑂(ℎ2)ييا  تنت  تقريبات ذو رتبة  𝑁(ℎ)أن 
𝑁(ℎ)   إلي𝑀 [5]يمكن التعبير عن  بالاتي : 

𝑀 = 𝑁(ℎ) + 𝑘1ℎ2 + 𝑘2ℎ4 + 𝑘3ℎ6 + ⋯                                                           (1)      
,𝑘1حيث   𝑘2, … 𝑘𝑛   و  ثوابت𝑁(ℎ)   تقريب لقيم غير معلومة(𝑀). 

)𝑁ه ينت  لنا تقريب 1في المعادلة ) ℎبدلا من   ℎ/2إذا وضعنا 
ℎ

2
ن المعادلررة علررى جديد ويكررون أكتررر دقرر  وتكررو  (

 اليور   : 

𝑀 = 𝑁 (
ℎ

2
) + 𝐾1

ℎ2

4
+ 𝐾2

ℎ4

16
+𝐾3

ℎ6

64
+ ⋯                                                      (2) 

 فتيبح المعادلة:  𝑘1ف الحد الذي يحتوي على ه يتضح لنا إن  يمكن حذ2لمعادلة )ه وا1من المعادلة )

𝑀 = [𝑁 (
ℎ

2
) + (𝑁 (

ℎ

2
)) − 𝑁(ℎ))] + 𝐾2(

ℎ2

2
− ℎ) + 𝑘3(

ℎ3

3
− ℎ3) + ⋯ 

 جدول الاستكمال الخارجي :  1.2.1
فإن هده الاساليب تنت  تقريب  دورتين عاليتين بأقل قيم  للحسابات وخطررأ    يتم الحيول علية بعملية إيجاد المتوسط

) 𝑁1فإن خطأ التدوير فرري  𝑘التدوير ولكن بيفة عامة كلما زادت قيمة 
ℎ

2𝑘)   رجي نسررتخدم الاسررتكمال الخرراويررزداد

 . [3]إلي حدودية تايلور ءالمعطاالدالة   لاشتقاو

    :1 متال

𝑓(𝑥)استخدم جدول الاستكمال الخارجي لحساب المشتقة الاولى للدالة  = ln (𝑥)   عند النقطة𝑥 = ادا كرران      1
 ℎ = 0.4 

 الحل

 كأساس لتقريب :   (𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙  𝐷𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒)نستخدم يياة الفروو المركزية 

𝑓′(𝑥) ≈
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥 − ℎ)

2ℎ
 

 ℎنبدأ بقيمة  
ℎعندما  = 𝑥عند النقطة   0.4 = 1 : 

𝑓′(1) =
𝑙𝑛(1 + 0.4) − 𝑙𝑛(1 − 0.4)

2 × 0.4
=

𝑙𝑛(1.4) − 𝑙𝑛(0.6)

0.8
 

=
0.336472 − (−0.510826)

0.8
= 1.059122 

عندما 
ℎ

2
= 0.2   

𝑁1(0.2) =
𝑙𝑛(1.2) − 𝑙𝑛 (0.8)

2 × 0.2
=

0.182322 − (−0.223144)

0.4
= 1.013663 

 :  𝑁1(0.4)  و 𝑁1(0.2)ريتشاردسون للعمود الثاني لتحسين دقة الحل بين    باستقراء  نقوم

𝑁2(0.4) =
4 × 𝑁1(0.2) − 𝑁1(0.4)

3
=

4(1.013663) − 1.059122

3
= 0.998510 

  عندما
ℎ

4
= 0.1 
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𝑁1(0.1) =
𝑙𝑛(1.1) − 𝑙𝑛 (0.9)

2 × 0.1
=

0.095310 − (−0.105361)

0.2
= 1.003353 

𝑁2(0.2) =
4 × 𝑁1(0.1) − 𝑁1(0.2)

3
=

4(1.003353) − 1.013663

3
= 0.999916 

 : الثالثلثاني لاستخراج قيم العمود الان نستخدم قيم القيود في العمود ا

𝑁3(0.4) =
16 × 𝑁2(0.2) − 𝑁2(0.4)

15
=

16(0.999916) − 0.998510

15
= 1.000010 

 الان نرتب الارقام في جدول ريتشاردسون :

 (𝐡) ةحجم الخطو         (𝐡𝟐)𝟎التقريب الاولي  𝐎(𝐡𝟐)     التحسين الاول     𝐎(𝐡𝟔)التحسين الثاني
                                                             1.059123                0.4 

                            0.998510                 1.013663               0.2 

          0.999916              1.003353                     0.1 

1.000010 

 
 .  1.059123دقيقة ونسبة الخطأ فيها تكاد معدومة مقارنة بالتقريب الاول   1.000010نلاحا أن القيمة الاخير  

 :𝑹𝒐𝒎𝒃𝒆𝒓𝒈  𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  قتكامل رومبر 2.2

فيرر  الاسررتكمال الخررارجي لريتشاردسررون لتحسررين التقريبررات الابتدائيررة  هو تكامل عررددي اسررتخدمنا ورومبر  كاملت
 .[4]المحدود ولتقريب التكاملات  

,𝑎] على الفتر   𝑓تقريب تكامل دالة  ينا توضيح أنلنوضح طريقة تكامل رومبرو عل 𝑏]   باستخدام𝑛   هو : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
ℎ

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2 ∑ 𝑓(𝑋𝑖)

𝑛−1

𝑖=1
] −

(𝑏 − 𝑎)

12

𝑏

𝑎

ℎ2𝑓′′(𝜇)        (3) 

 حيث:

ℎ =
(𝑏 − 𝑎)

𝑛
         ,     𝑎 < 𝜇 < 𝑏      ,      𝑋𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ     ,      𝑖 = 0,1,2, … . 𝑛 

 :الأتيةالتقريبات عدداً يحيحاً موجباً وأن أول خطو  في تكامل رومبرو هي التويل الي   kليكن 

𝑛𝑘 = 2𝑘−1      ,      𝑛1 = 1      ,     𝑛2 = 2       ,       𝑛3 = 4     , … … 
 هي :  𝑛𝑘المقابلة إلى   ℎ𝑘وإن الخطو  

ℎ𝑘 =
(𝑏 − 𝑎)

𝑛𝑘
=

(𝑏 − 𝑎)

2𝑘−1
 

 رموز نستنت  أن :بعد استخدام هده ال

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
ℎ𝑘

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2(∑ 𝑓(𝑎 + 𝑖ℎ𝑘))

2𝑘−1−1

𝑖=1
]

𝑏

𝑎

−
(𝑏 − 𝑎)

12
ℎ𝑘

2 𝑓′′(𝜇𝑘)                                                                       (4) 

,𝑎)عدداً ما في الفتر    𝜇𝑘يكون  𝑘حيث أن لكل  𝑏). 
كررن فرري شرربة المنحرررف ول ريقررةبطه المستخدمة أيضا  لتقريب 1الذي يعبر عن المعادلة )  𝑅𝑘,1إذا استخدمنا الرمز 

  :[2]رو تكون أدوتكامل رومب

𝑅1,1 =
ℎ1

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] =

(𝑏 − 𝑎)

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)] 

𝑅2,1 =
ℎ2

2
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2𝑓(𝑎 + ℎ2)]     
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=
(𝑏 − 𝑎)

4
[𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) + 2𝑓 (𝑎 +

𝑏 − 𝑎

2
)]    

=
1

2
[𝑅1,1 + ℎ1𝑓(𝑎 + ℎ2)] 

𝑅3,1 =
1

2
(𝑅2,1 + ℎ2[𝑓(𝑎 + ℎ3) + 𝑓(𝑎 + 3ℎ3)]) 

 وعلية فإن اليياة  تكون على اليور  :

𝑅𝑘,1 =
1

2
[𝑅𝑘−1,1 + ℎ𝑘−1 ∑ 𝑓(𝑎 + (2𝑖 − 1)ℎ𝑘)]      ,    ∀    𝑘 = 1,2 … . 𝑛 

2𝑘−2

𝑖=1
 

عند استخدام هذه الطريقة نحيل على العمود الاول من جدول طريقة رومبرو ويمكن إيجاد باقي الأعمد  من خلال 
 استخدام الاستكمال الخارجي لريتشاردسون لذا تكون اليياة جيجاد باقي الأعمد  بهد  اليياة : 

𝑅2,2  , 𝑅3,2 , 𝑅4,2 , … .  وهكذا

𝑅𝑘,2 = 𝑅𝑘,1 +
1

3
(𝑅𝑘,1 − 𝑅𝑘−1,1)                  ,             ∀    𝑘 = 2,3, … , 𝑛 

 اليياة : باستخدام الثالثونحيل على العمود 

𝑅3,3 , 𝑅4,3  , 𝑅5,3, … . .  وهكذا

𝑅𝑘,3 = 𝑅𝑘,2 +
1

15
(𝑅𝑘,2 − 𝑅𝑘−1,2)                   ,         ∀     𝑘 = 3,4, … . , 𝑛 

 وبدلك نستنت  أن اليياة العامة تكون:

𝑅𝑘,𝑗 = 𝑅𝑘,𝑗−1 +
𝑅𝑘,𝑗−1 − 𝑅𝑘−1,𝑗−1

4𝑗−1 − 1
       ,         ∀     𝑘 = 𝑗 , 𝑗 + 1  , … .. 

 : (𝑹𝒐𝒎𝒃𝒆𝒓𝒈 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑻𝒂𝒃𝒍𝒆)  رومبرق  جدول تكامل 1.2.2
نيل لدقة بأسطر معرردود  وذلك بتقسيم الدالة إلى فترات ل  مبرو للويول إلى دقة عالية جداً نستخدم جدول تكامل رو

يبح الفرو بين قيمتين متتاليتين في الجدول أيار من نسبة الخطأ المسموح يمكن التوقف عن الحساب بمجرد أن يو
 على الترتيب متل : ل رومبرو تحسب المدخلات يفاً يلو الأخروالطريقة المستخدمة جنشاء جدول تكام .[4]بها

𝑅1,1  , 𝑅2,1  , 𝑅2,2  , 𝑅3,1  , 𝑅3,2  , 𝑅3,3  , … … …   وهكذا

𝒐(𝒉𝒌
𝟐𝒏) ⋯ 𝒐(𝒉𝒌

𝟖) 𝒐(𝒉𝒌
𝟔) 𝒐(𝒉𝒌

𝟒) 𝒐(𝒉𝒌
𝟐) 𝒌 

     𝑅1,1 1 

    𝑅2,1 𝑅2,1 2 

   𝑅3,3 𝑅3,2 𝑅3,1 3 

  𝑅4,4 𝑅4,3 𝑅4,2 𝑅4,1 4 

 ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
𝑅𝑛,𝑛 ⋯ 𝑅𝑛,4 𝑅𝑛,3 𝑅𝑛,2 𝑅𝑛,1 𝑛 

 

 : 𝑹𝒐𝒎𝒃𝒆𝒓𝒈 𝑰𝒏𝒕𝒆𝒈𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑨𝒍𝒈𝒐𝒓𝒊𝒕𝒉𝒎  خوارزمية تكامل رومبرق 2.2.2

فررإن الخوارزميررة تقلررل   للاشررتقاوتكامل رومبرو على سرعة التقارب إذا كانررت الدالررة ملسرراء وقابلررة   تعتمد طريقة  
 .[3]استقراء ريتشاردسون باستخدامالخطأ بشكل ملحوا وذلك 

 خطوات الخوارزمية :

𝐼لتقريب التكامل  = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎
 

𝑛نختار عدد موجب  > 0  

, 𝑎نقطتي النهاية     الادخال  𝑏  ,   عدد يحيح𝑛  . 
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 , محسوب بالأسهم فقط سهمين يتم تخزينها في المخزن ه 𝐼هو تقريب لتكامل  𝑅  (𝑅𝑛,𝑛سهم      الاخراج

ℎنضع      1خطوة   = 𝑏 − 𝑎 : 

𝑅1,1 =
ℎ(𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

2
 

 ه 𝑅1,1اجخراج )     2خطوة  

𝑖نفر  أن      3خطوة   = 2,3, … . . , 𝑛   8إلي  4نعمل الخطوات من  . 

𝑅2,1نضع      4خطوة   =
1

2
[𝑅1,1 + ℎ ∑ 𝑓(𝑎 + (𝑘 − 0.5)ℎ)] 2𝑖−2

𝑘=1 

 :1 متال
𝑓(𝑥)تكامل الدالة تكامل  رومبرو جيجاد  طريقة   استخدم = sin 𝑥     0)على الفتر, 𝜋)   وعدد الفترات𝑛 = 6 

 الحل

R𝟏,𝟏 =
π

𝟐
[sin (0) + sin (π)] = 0 

𝑅2,1 =
1

2
𝑅1,1 +

𝜋

2
(sin (

𝜋

4
) + 𝜋sin (

𝜋

2
)) ≈ 1.57079633 

𝑅3,1 =
1

2
𝑅2,1 +

𝜋

4
[𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

4
) + 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋

4
)] ≈ 1.89611890 

𝑅4,1 =
1

2
𝑅3,1 +

𝜋

8
[𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

8
) + 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜋

8
) + 𝑠𝑖𝑛 (

5𝜋

8
) + 𝑠𝑖𝑛 (

7𝜋

8
)] ≈ 1.97423160 

 وبالمثل نستخرج بقية قيم اليفوف :
𝑅5,1 ≈ 1.99357034 

𝑅6,1 ≈ 1.99839336 

 
 

 2 متال

∫  أوجد قيمة √𝑥𝑑𝑥
1.30

1
𝑛تكامل رومبرو علما أن عدد الفترات  باستخدام   = 4   

   الحل
𝒊 𝟎 𝟏 𝟐 

𝑥𝑖 1 1.15 1.30 

𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) 1 1.07238 1.14017 

𝒏عندما  = 𝟏 

ℎ =
1.30 − 1

1
= 0.3 

𝑅1,1 = ∫ √𝑥   𝑑𝑥 =
ℎ

2
[𝑓0 + 𝑓2] =

0.3

2
[1 + 1.14017] = 0.321026

1.30

1

 

𝑛عندما  = 2 

ℎ =
1.30 − 1

2
= 0.15 
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𝑅2,1 =
ℎ

2
[𝑓0 + 2𝑓1 + 𝑓2] =

0.15

2
[1 + 2(1.07238) + 1.14017) = 0.321370 

𝑛عندما  = 4 

ℎ =
1.30 − 1

4
= 0.075 

𝑖 0 1 2 3 4 

𝑥𝑖 1 1.075 1.15 1.225 1.30 

𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) 1 1.03682 1.07238 1.10680 1.14017 

 
 جدول يكون الحل :حسب ال

𝑅3,1 =
ℎ

2
[𝑓0 + 2𝑓1 + 2𝑓2 + 2𝑓3 + 𝑓4] 

=
0.075

2
[1 + 2(1.03682) + 2(1.07238) + 2(1.10679) + 1.14017] = 0.321456 

𝑅2,2 =
4(𝑅2,1) − 𝑅1,1

3
=

4(0.321370) − 0.321026

3
= 0.3214848 

𝑅3,2 =
4(𝑅3,1) − 𝑅2,1

3
=

4(0.321456) − 0.321370

3
= 0.32148534 

𝑅3,3 =
16(𝑅3,2) − 𝑅2,2

15
=

16(0.3214847) − 0.3214848

15
= 0.32148537 

∴    ∫ √𝑥  𝑑𝑥 ≈ 𝑅3,3 = 0.32148537

1.30

1

 

 :𝑻𝒓𝒂𝒑𝒆𝒛𝒐𝒊𝒅𝒂𝒍 𝑹𝒖𝒍𝒆المنحرف  طريقة شبه  3.2

وذلررك   𝑓(𝑥)تقريررب المسرراحة المحيررور  تحررت منحنرري الدالررة  إنهررا تعتمررد علررى الطريقررة ساسية لهذهإن الفكر  الأ
التقريب باستخدام المستطيلات التقليدية وبذلك يقرردم  بدلاً منبتقسيمها إلي مجموعة من أشكال شب  المنحرف الهندسي 

 .                                                                                [5]ر دقة للمساحة الكليةتقديراً أكث
, 𝑎]على الفتر   𝑓(𝑥)جيجاد القيمة التقريبية لتكامل الدالة  𝑏]  : 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 عندما نستخدم طريقة شبة المنحرف  نتبع الخطوات التالية :
,𝑎)الفتررر  بررين نجررز   -1 𝑏)   إلررى𝑛  أن  يررثطرروال حمررن الفترررات الجزئيررة متسرراوية الأℎ   طررول كررل                                                    

 : كالاتي  ℎوتحسب قيمة   منها

ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

𝑦إذا وجد المنحني  = 𝑓(𝑥)  فإن  ينت  من 𝑛  من الشرائح وكل شريحة منها تأخذ شرركلاً قريبررا مررن شررب  المنحرررف 
 بطريقة قاعد  شب  المنحرف: 𝐴1وبذلك يمكن حساب مساحة الشريحة

𝐴1 =
ℎ

2
(𝑦0 + 𝑦1) 

                                                                     ي الدالة فإننا نجد مجمور مساحاتلحساب المساحة الكلية التقريبية المحيور  تحت منحن -2

,𝐴1الشرائح      𝐴2, … . , 𝐴𝑛   : وكما يلي 
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∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =  𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + ⋯ + 𝐴𝑛

𝑏

𝑎

 

=
ℎ

2
(𝑦0 + 𝑦1) +

ℎ

2
(𝑦1 + 𝑦2) + ⋯ +

ℎ

2
(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛) 

∴ ∫ 𝑓(𝑥)  𝑑𝑥 =
ℎ

2
[𝑦0 + 2𝑦1 + 2𝑦2 + ⋯ + 2𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛]

𝑏

𝑎

 

أي ( 𝑛علماً أن قيمة التكامل تعتمد علي عدد الشرائح الناتجة من تقسيم مساحة المنحنى  فإن  كلما زاد عرردد الشرررائح 

بعد كل عملية تكامررل حترري ييرربح الفرررو بررين    𝑛وازداد نات  التكامل وعلي  فإن  يمكننا مضاعفة    )  ℎيارت قيمة  

𝑏) القررانون  باسررتخداموالجررواب الررذي يليرر  يررايراً جررداً ونسررتطيع إيجرراد مسرراحة شررب  المنحرررف  الجررواب −

𝑎)
𝑓(𝑎)+𝑓(𝑏)

2
, 𝑓(𝑎)حيت أن   𝑓(𝑏)  [4]لشب  المنحرف نهما الضلعان المتوازيي. 

 :3متال 

∫قاعد  شب  المنحرف أوجد قيمة  باستخدام
𝑑𝑥

1+𝑥2

1

0
𝑛علماً بأن مقرباً لخمس مراتب عشرية   = 6 . 

 الحل :

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
ℎ

2
[𝑦0 + 2𝑦1 + 2𝑦2 + ⋯ + 2𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛]

𝑏

𝑎

 

𝑛بما إن  =  القانون: باستخدام  ℎفإننا نوجد قيمة   6

ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
=

1 − 0

6
=

1

6
 

𝒊 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 6 

𝒙𝒊 0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 𝟏 

𝐲𝐢

= 𝐟(𝐱𝐢) 
1 0.97297 0.90000 0.80000 0.69231 0.59016 𝟎. 𝟓 

 

∴ ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
=

1

12
[1 + 2{0.9729 + 0.9 + 0.8 + 0.6923 + 0.5901} + 0.5] = 0.78424

1

0

 

  :النتائج  . 3

كفرراء  التكرراملات العدديررة  شب  المنحرف  فإن  يمتل أدا  قوية جدا لرفع  مع طريقة  ريتشاردسونعند دم  استكمال  
دون الحاجة لزياد  كتيررره فرري تقسرريم الفترررات وأيضررا عنررد اسررتخدام الاسررتكمال مررع تكامررل  هالسلسة) الناعمة للدوال

طريقررة شررب  المنحرررف فررإن تكلفتهررا تكررون عاليررة مقارن  برومبرو فإن التكلفة الحسابية تكون عمليات جبرية بسيطة  
   (𝐴𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑒  𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟)لتقييم الدوال المعقد  لألاف المرات  , نوضح في الجدول التالي مقارنة بين الخطأ المطلررق

  : (𝑛)اختبار زياد  عدد التقسيمات للفترات ع يقة شب  المنحرف وتكامل رومبرو ملطر

عدددددددددددددددددددددد 
 (𝐧)التقسيمات

خطددوة الحددل 
(𝐡) 

تقريدددددددب شدددددددبه 
 المنحرف

الخطددددم المطلدددد  
 لشبه المحرف

الخطدددم المطلددد   تقريب رومبرق
 لرومبرق

𝑛 = 1 1.0 1.859140914 1.41 × 10−1 1.859140914 1.41 × 10−1 

n = 2 0.5 1.753931092 3.56× 10−2 1.718861151 5.79× 10−4 

n = 4 0.25 1.727221904 8.94× 10−3 1.718282688 8.59× 10−7 
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 : نلاحا أن من خلال النتائ  السابقة  

𝑛)في كل مر  يتم فيها مضاعفة عدد الفترات يقة شب  المنحرف طر • → 2𝑛)  ةقدار الأربعرر بم فيها يقل الخطأو 

ً  يتوافقوهذا تقريباً    . 𝑂(ℎ2)مع النارية الرياضية  أن معلومية خطأ شب  المنحرف هو من الرتبة   تماما

𝑛تكامل رومبرو عند  • = اعطي قيمة دقيقة جداً , وويفت طريقة تكامل  رومبرو  لتقريب بدقة تيل إلرري   8

 . 3−10, ومنها نلاحا أن في نفس الفتر  احتفات طريقة شب  المنحرف بخطأ في حدود  10−9

 30,000مررن  إلررى أكتررر الفتررر نحتاج إلي تقسرريم  9−10دقة تبلغ  طريقة شب  المنحرف للويول الي    باستخدام •

 مر  . 30,000فتر  ودلك يعني حساب قيمة الدالة 

لأنرر  بمقارنة خوارزمية رومبرو مع طريقة شب  المنحرف فإن خوارزمية رومبرو تيل إلي نفس بل وأفضررل   •
 للحل . للدالة فقط ه مما يقلل الجهد الحسابي والمد  المستارقة    تتقييما 9فترات فقط )أي  8يستخدم 

 :. التوصيات  4
من أجل استكمال الجهود العلمية فرري مجررال التكرراملات العدديررة وسررد الثارررات المعرفيررة نقرردم عرردداً مررن التويرريات 

 بالتركيز عليها : ن يستقبلية التي نويي الباحثوالتوجيهات البحثية الم
مررررع تقنيررررات الخطررررو  المختلفررررة  باسررررتخدامهانويرررري  خوارزميررررة تكامررررل رومبرررررو عنررررد اسررررتخدام -1

(𝐴𝑑𝑎𝑝𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑄𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒)  لك لأن البرنام  يقوم بتايير طول الفتر  وذℎ   ًبعرردها علي قيمررة الدالررة  بناءا
 .دقة بأقل تكلفة حسابية  نت  أعلىمما ي نطبق استكمال ريتشاردسون

من خلال البحت استنتجنا إن طريقة شب  المنحرف تتطلب حسرراب قرريم الدالررة عنررد نقرراط متعرردد  فبررذلك نويرري  -2

𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖)المعالجررات متعرردد  الانويررة  باسررتالال − 𝑐𝑜𝑟𝑒 𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑠)   لحسرراب الأعمررد  بشرركل مترروازي
 لتسريع النتائ  في التكاملات متعدد  الأبعاد .

ريتشاردسون الخارجي علرري تكرراملات عدديررة اخررري مثررل قاعررد    استكمالبتعمق نطاو البحث لتطبيق نويي   -3

 (𝑀𝑖𝑑𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑅𝑢𝑙𝑒)أيضرراً فرري قاعررد  نقطررة المنتيررف  واسررتخدام   (𝑆𝑖𝑚𝑝𝑠𝑜𝑛’𝑠  𝑅𝑢𝑙𝑒)سيمبسررون
 ومقارنة النتائ  المتحيل عليها مع تكامل رومبرو .

,𝑎] الفتر  لا تقسمبرمج  خوارزمية  ذكية  باستخدامنويي  -4 𝑏]    عبر تقرردير المشررتقة بالتساوي بل ندرس الفتر

الثانية عددياً في المناطق ذات الانحناء العالي وفي المناطق شب  الخطية تترك الفترات واسعة وبعد ذلك نستخدم 
 ريتشاردسون .  استكمال

فنويرري   𝑥𝑖عنررد كررل نقطررة بما أن عند حساب المساحات فرري طريقررة شرربة المنحرررف تكررون العمليررات مسررتقلة  -5

فبررذلك تررتم توزيررع حسررابات قرريم OpenMP أو  CUDAببرمجة هذا الجزء باستخدام تقنيات الحوسبة المتوازية 

𝑛الدالة  = تكون نقطة علي مئات النقاط المعالجة معاً , تم نمرر النتيجررة الترري تويررلنا لهررا إلرري المعررال    210

 استكمال ريتشاردسون . باستخداموبعدها نقوم   (𝐶𝑃𝑈)الرئيسي 
درسنا في بحتنا كفاء  الطريقتين  بتكاملات محدود  ولاكن نويي بتوسيع المقارنة العددية لتضم تكرراملات ذات  -6

∫الحدود اللانهائية مثل  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
وذلك بعد تحويلها برمجياً إلي فترات مالقة ومقارنة مدى يمود استكمال   

 ريتشاردسون في تسريع التقارب عند الحدود البعيد  .

 :  المراجع
1. Bialecki, R., & Dziubek, T. (2016). Richardson extrapolation applied to automated 

numerical integration. Computers & Mathematics with Applications, 72(4), 1012-
1025. 

2. Burden, R. L., & Faires, J. D. (2015). Numerical Analysis (10th ed.). Cengage 
Learning. 

𝑛 = 8 0.125 1.720518592 2.24× 10−3 1.718281830 1.56× 10−9 

𝑛 = 16 0.0625 1.718841138 5.59× 10−4 1.718281828 < 10−12 



باستخدام الاستكمال الخارجي لريتشاردسون  وطريقة شبه المنحرف   رومبرقمقارنة عددية بين تكامل   
 

2250 
 

3. Cools, R., & Nuyens, D. (Eds.). (2016). Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo 
Methods. Springer. 

4. 4-Davis, P.J., & Rabinowitz, P. (2007). Methods of Numerical Integration (2nd 
ed.). Dover Publications. 

5. Sidi, A. (2012). A User-friendly extrapolation method for economic quadrature of 
singular integrals. Applied Mathematics, 3(2), 143-155. 

 
 
 
 


