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 الملخص
تهدف هذه الدراسة إلى تحليل استقرار الحلول في الأنظمة الخطية الزمنية باستخدام منهج طيفي يعتمد على القيم 

 الخاصالذاتية للمصفوفات. من خلال صياغة رياضية دقيقة لنماذج خطية مستمرة ومتقطعة، تم الربط بين موقع الطيف 
ايير طيفية مثل نصف القطر الطيفي وتوزيع القيم الذاتية في المستوى لمصفوفة وتحقيق شروط الاستقرار، وذلك باستخدام معبا

 .العقدي
اعتمدت المنهجية على تحليل حالات تمثيلية لمصفوفات ذات خصائص مختلفة، شملت مصفوفات قطرية، غير متماثلة، 

قليدية، مثل سالبية الجزء غير قابلة للإقطار، وأخرى ذات طيف متكرر. وقد أظهرت النتائج أن تحقق الشروط الطيفية الت
الحقيقي للقيم الذاتية أو وقوعها داخل دائرة الوحدة، يعد مؤشراً موثوقاً على الاستقرار، مع ضرورة مراعاة التكرار الجبري 

 .والهندسي خصوصًا في الأنظمة المتقطعة
دون الحاجة إلى تتبع زمني مباشر للحلول. توصلت الدراسة إلى أن التحليل الطيفي يُمثل أداة دقيقة وفعالة لتقييم الاستقرار، 

كما تمثل هذه النتائج أساسًا لتوسيع تطبيقات المنهج الطيفي في دراسة أنظمة أكثر تعقيدًا، بما في ذلك الأنظمة غير الخطية 
 .أو الزمنية المتغيرة
ية، النظم الزمنية، نصف القطر الطيفي، التحليل الطيفي، القيم الذاتية، استقرار الحلول، المعادلات الخط :الكلمات المفتاحية
 تحليل المصفوفات

Abstract 
This study investigates the stability of solutions in linear time-dependent systems 

through a spectral approach based on the eigenvalues of the system matrix. A mathematically 
rigorous framework is formulated for both continuous and discrete linear models, establishing 
the connection between the spectral properties of the matrix and the fulfillment of stability 
conditions using criteria such as the spectral radius and the distribution of eigenvalues in the 
complex plane. 



 عبير خليفة علي الطياري ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 38العدد  ملحق مجلة العلوم الشاملة  

2555 

The methodology involves the analysis of representative cases of matrices with varying 
structural characteristics, including diagonal, non-symmetric, non-diagonalizable, and 
algebraically repeated spectra. The results demonstrate that the classical spectral conditions 
(such as negative real parts of eigenvalues for continuous systems or location within the unit 
circle for discrete systems) are reliable indicators of stability, provided that algebraic and 
geometric multiplicities are appropriately considered. 
The findings confirm that spectral analysis offers a precise and efficient tool for assessing 
stability without the need for direct time-domain simulation. The study lays the groundwork 
for extending this approach to more complex systems, including nonlinear or time-varying 
models. 
Keywords: Spectral analysis, Eigenvalues, Solution stability, Linear equations, Time-
dependent systems, Spectral radius, Matrix analysis 

 المقدمة
تُعد المعادلات الخطية أساسًا جوهريًا في النماذج الرياضية التي تصف العديد من الظواهر في العلوم الطبيعية 
والهندسة والاقتصاد. وتمثل حلول هذه المعادلات المدخل الأولي لفهم سلوك الأنظمة الخطية المستمرة أو المتقطعة، لا سيما 

 :النظامتلك التي يمكن تمثيلها بصيغ مصفوفية مثل 
𝐱′(𝑡) = 𝐴𝐱(𝑡) أو 𝐱𝑘+1 = 𝐴𝐱𝑘 

 .kأو الفهرس   tمتجه الحالة في الزمن 𝐱 تمثل مصفوفة معاملات ثابتة، و Aحيث 
من أكثر الخواص الديناميكية أهمية، إذ تحدد ما إذا كانت حلول النظام تتقارب نحو  خاصية الاستقرارفي هذا السياق، تُعد 

نقطة توازن مع مرور الزمن أو تتباعد عنها، مما يؤثر مباشرة على سلوك النظام المدروس. ومن المعلوم أن استقرار حلول 
 Horn) المرتبطة بها بالقيم الذاتيةوتحديدًا ، Aلمصفوفة با الخاصالأنظمة الخطية يرتبط ارتباطًا وثيقًا بخصائص الطيف 

& Johnson, 2013.) 
لقد تناولت العديد من الدراسات العلاقة بين القيم الذاتية واستقرار الأنظمة، لا سيما في سياق الأنظمة الزمنية، حيث يُحدد 

( Trefethen & Embree, 2005) مهموقع القيم الذاتية في المستوى العقدي أو داخل/خارج دائرة الوحدة الاستقرار من عد
ومع ذلك، لا تزال هناك حاجة إلى بناء إطار تحليلي متكامل يُبرز كيف يمكن استخدام التحليل الطيفي بدقة لفحص استقرار 

 .الحلول، وتوصيف السلوك الديناميكي للأنظمة الخطية استنادًا إلى توزيع طيف المصفوفة
منهجية دقيقة تعتمد على التحليل الطيفي لفحص استقرار حلول المعادلات الخطية، مع إلى تقديم معالجة  الدراسةتهدف هذه 

التركيز على دور القيم الذاتية كمحدد أساسي في هذا السياق. وسيتم ذلك من خلال صياغة نماذج رياضية محددة، وتحليل 
 .وعدديًا خواصها الطيفية، واستنتاج معايير واضحة للاستقرار يمكن التحقق منها نظريًا

 أهمية الدراسة
تنبع أهمية هذه الدراسة من تناولها لموضوع جوهري في التحليل الرياضي ونظرية النظم، يتمثل في العلاقة بين 
البنية الطيفية للمصفوفات واستقرار الحلول في المعادلات الخطية. فعلى الرغم من أن الارتباط بين القيم الذاتية والاستقرار 

المبادئ الأساسية في الجبر الخطي والتحليل التفاضلي، إلا أن الاستخدام المنهجي لهذا الرابط ضمن إطار تحليلي يُعد من 
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صريح لا يزال بحاجة إلى صقل وتوسيع، خاصة في ضوء تعدد تطبيقات الأنظمة الخطية في مجالات الفيزياء والهندسة 
 .والاقتصاد والأنظمة الحاسوبية

اسة في تقديمها معالجة رياضية دقيقة تستند إلى التحليل الطيفي كأداة أساسية للحكم على استقرار تكمن أهمية هذه الدر 
النظام دون اللجوء إلى الحلول الزمنية أو المحاكاة العددية، مما يجعلها ذات فائدة خاصة في النماذج ذات الأبعاد العالية أو 

التكرار الجبري والهندسي، ونصف القطر الطيفي، وموقع الطيف في  تلك التي يصعب حلها صراحة. كما تُبرز الدراسة دور
المستوى العقدي كعوامل حاسمة لفهم السلوك الديناميكي للحلول، وهو ما يساهم في بناء معايير كمية واضحة وقابلة للتطبيق 

 .النظري والعددي
 مشكلة الدراسة

الحلول في الأنظمة الخطية تُعد من المبادئ الأساسية في التحليل رغم أن العلاقة بين القيم الذاتية للمصفوفات واستقرار 
الرياضي، إلا أن الاستخدام المنهجي والدقيق للتحليل الطيفي لفهم هذا الاستقرار لا يزال يفتقر إلى معالجة متكاملة تبُرز 

ول سلوك النظام. تتجلى المشكلة كيف يمكن لطبيعة الطيف وموقعه في المستوى العقدي أن يُترجم إلى مؤشرات كمية دقيقة ح
في غياب إطار تحليلي موحد يربط بين خصائص الطيف )مثل الشكل، التوزيع، والتكرار الجبري( واستقرار الحلول في نماذج 

 .خطية عامة، خاصة في حالات الأنظمة غير المتماثلة أو غير القابلة للإقطار البسيط
 أهداف الدراسة

 .الخاص بالمصفوفات الخطية واستقرار الحلول في الأنظمة الزمنية المستمرة أو المتقطعةتحليل العلاقة بين الطيف  .1
 .تحديد الشروط الطيفية التي تضمن استقرار الحلول استنادًا إلى موقع القيم الذاتية في المستوى العقدي .2
 .صفوفتِه فقطصياغة معايير رياضية واضحة يمكن من خلالها تقييم استقرار نظام خطي من خلال خواص م .3
 .تطبيق المنهج التحليلي على أمثلة عددية تمثيلية لتوضيح فعالية النهج الطيفي في توصيف الاستقرار والتحقق منه .4

 الإطار النظري
 المفاهيم الأساسية في استقرار الأنظمة الخطية: أولا

يُعد مفهوم الاستقرار من المفاهيم المركزية في تحليل الأنظمة الديناميكية، سواء في النماذج المستمرة أو المتقطعة، وهو يمثل 
نما  أحد الركائز الأساسية في دراسة السلوك الزمني للحلول في النظم الخطية. فالاستقرار لا يتعلق فقط بوجود الحلول، وا 

اق محدد أو التخامد نحو نقطة اتزان مع مرور الزمن. في السياق الرياضي الصارم، يتم توصيف بقدرتها على البقاء ضمن نط
 .(spectrum) الاستقرار من خلال خواص المصفوفة التي تمثل النظام، وتحديدًا من خلال طيفها الطيفي

 تعريف الاستقرار في الأنظمة المستمرة
 :في النظام الخطي المستمر من الشكل

𝑑x(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴x(𝑡), x(0) = x0 

xتُعرّف نقطة الاتزان  =  t≥ 0كانت جميع الحلول التي تبدأ قريبة من الأصل تبقى قريبة منه لكل  إذا مستقرةعلى أنها  0
ذا كانت جميع هذه الحلول تتقارب إلى الأصل عندما  حسب  أو مستقرة جذريًا ، فإن النقطة تُعد مستقرة بشكل أسي ∞→tوا 

 .السياق
على وجه التحديد، إذا كانت جميع القيم  Aيُظهر التحليل الرياضي أن هذا الاستقرار يتحدد بالكامل بخصائص المصفوفة 

تقع في نصف المستوى الأيسر من المستوى العقدي )أي أن أجزاءها الحقيقية سالبة(، فإن النظام يكون مستقرًا A الذاتية لـ 
 :ك من خلال الحل العام للنظام الخطي، والذي يُعطى بصيغةيمكن إثبات ذل .(Khalil, 2002) أسيًا

x(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡x0 
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، إذ إن نمو أو تراجع الحل يعتمد على إشارات الأجزاء الحقيقية Aمباشرة باستخدام القيم الذاتية لـ  𝑒𝐴𝑡 ويتم تحليل استقرار
 .للقيم الذاتية

 تعريف الاستقرار في الأنظمة المتقطعة
 :الخطية المتقطعة من الشكلأما في الأنظمة 

x𝑘+1 = 𝐴x𝑘, x0 ∈ ℝ𝑛 
𝑘تكون مستقرة إذا بقيت الحلول محصورة لكل  0 فإن نقطة الاتزان ∈ ℕ  ومستقرة جذريًا إذا تلاشت مع𝑘 → في هذا  ∞

المستوى العقدي، تقع داخل دائرة الوحدة في  A السياق، يكون النظام مستقرًا إذا وفقط إذا كانت جميع القيم الذاتية للمصفوفة 
 :أي

|𝜆𝑖| < 1 ∀𝑖 
 :ويتم التحقق من ذلك باستخدام صيغة الحل

x𝑘 = 𝐴𝑘x0 
يتصرف  𝐴𝑘إذا كانت المصفوفة قطرية أو قابلة للإقطار، فإن   Aيعتمد على طبيعة الطيف الخاص بـ 𝐴𝑘 حيث أن استقرار

خارج دائرة الوحدة تؤدي إلى تضخم لا نهائي في الحل مع وفقًا للضرب المتكرر للقيم الذاتية، وبالتالي فإن أي قيمة ذاتية 
 k (Laub, 2005.) تزايد

 التمييز بين أنواع الاستقرار
 :يُصنَّف الاستقرار عادة إلى الأنواع التالية

 .تبقى الحلول قريبة من نقطة التوازن: الاستقرار البسيط .1
 .تتقارب الحلول إلى نقطة التوازن مع الزمن: الاستقرار الجذري .2
 .تتقارب الحلول بسرعة أُسية إلى نقطة التوازن: الاستقرار الأسي .3
 .لا تبقى الحلول قريبة من نقطة التوازن وقد تتباعد دون حد: عدم الاستقرار .4

 .هذه التصنيفات تُبنى بالكامل على سلوك القيم الذاتية، ما يوضح أهمية الطيف في تحليل النظام
 العلاقة بين الحل والتحليل الطيفي

، بل فقط على بنية المصفوفة x0 من أهم خصائص الأنظمة الخطية أن استقرارها لا يعتمد على الحالة الابتدائية
A والتي يُحدد طيفها خصائص التطور الزمني. هذا ما يميز الأنظمة الخطية عن غير الخطية، حيث يمكن أن تؤثر الحالة ،

لذلك، يُعد التحليل الطيفي أداة مثالية في الحالات الخطية لتقييم الاستقرار بدقة الابتدائية بعمق في المسار الديناميكي للحل. 
 (.Horn & Johnson, 2013) رياضية عالية

 لمصفوفاتبا الخاصالقيم الذاتية والطيف : ثانيا
توصيف سلوك من المفاهيم الأساسية في تحليل المصفوفات، ولها دور محوري في  والمتجهات الذاتية تُعد القيم الذاتية

الأنظمة الخطية عبر الزمن، سواء في سياق الاستقرار، أو في تحديد خصائص التحول الطيفي، أو في فهم طبيعة الديناميكا 
 .الخاصة بالنظام

 تعريف القيم الذاتية والمتجهات الذاتية
𝐴بالنظر إلى مصفوفة مربعة  ∈ ℝ𝑛×𝑛 تُعرَّف القيمة الذاتية ،𝜆 ∈ ℂ بأنها عدد يُحقق: 

𝐴v = 𝜆v 
vلكل متجه غير صفري  ∈ ℂ𝑛 يُسمى متجهًا ذاتيًا يقابل ،𝜆 هذه العلاقة تُعاد كتابتها على الشكل: 

(𝐴 − 𝜆𝐼)v = 0 
 هو جذر للمعادلة المميزة λمما يعني أن 
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det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 
الجبري(، يمكن أن جذور )مع التكرار  nما يصل إلى A ، وبالتالي فإن للمصفوفة nوهي معادلة متعددة حدود من الدرجة 

 .تكون حقيقية أو عقدية
 التكرار الجبري والهندسي

 :من المهم التمييز بين نوعين من التكرار للقيم الذاتية
 .عدد مرات ظهور القيمة الذاتية كجذر للمعادلة المميزة: التكرار الجبري
 .مة الذاتيةعدد المتجهات الذاتية الخطية المستقلة المرتبطة بتلك القي: التكرار الهندسي

إذا كان التكرار الجبري أكبر من التكرار الهندسي، فإن المصفوفة غير قابلة للإقطار، وتُظهر سلوكًا طيفيًا أكثر تعقيدًا في 
 (.Axler, 2015) الأنظمة الديناميكية، وقد تؤدي إلى حالات استقرار حرجة أو غير مستقرة في الأنظمة المتقطعة

 لمصفوفةبا الخاصتعريف الطيف 
 :بأنه مجموعة جميع القيم الذاتية لها، أيAلمصفوفة  يُعرف الطيف

𝜎(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ :  det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0} 
𝐴)التي لا يكون فيها  λ وفي سياق التحليل الدالي، يُعرّف الطيف عمومًا كجميع  − 𝜆𝐼) )قابلًا للعكس )غير معكوس. 

 :يُقسم الطيف إلى ثلاثة أنواع Banachو Hilbert مثل فضاءات في الفضاءات اللانهائية الأبعاد
 .وهو مجموعة القيم الذاتية بالمعنى الكلاسيكي: الطيف النقطي .1
𝐴 لا توجد له متجهات ذاتية، لكن: الطيف المتصل .2 − 𝜆𝐼 ليس معكوسًا. 
𝐴حالة غير شائعة، حيث لا يكون المجال الكثيف لصورة : الطيف المتبقي .3 − 𝜆𝐼 الكامل ممتدًا على الفضاء. 

ورغم أن هذه التقسيمات تُستخدم غالبًا في التحليل الدالي، إلا أن لها تطبيقات مباشرة في فهم استجابة الأنظمة الخطية ذات 
 (.Reed & Simon, 1980) الأبعاد الكبيرة أو غير المنتهية، مثل الأنظمة الموصوفة بالمعادلات التفاضلية الجزئية

 الأنظمةأهمية الطيف في استقرار 
يرتبط الاستقرار ارتباطًا مباشرًا بالطيف، إذ تُحدد مواضع القيم الذاتية في المستوى العقدي مصير الحلول بمرور الزمن. 
فالمصفوفات ذات قيم ذاتية تقع داخل دائرة الوحدة أو في نصف المستوى الأيسر تضمن تخامد الحلول، بينما تؤدي القيم 

 .أو خارجها إلى نمو أو تذبذب غير منته  الذاتية الواقعة على الحدود 
 :مهمًا في توصيف سلوك القوى المتكررة للمصفوفة كذلك، يُعد مفهوم نصف القطر الطيفي

𝜌(𝐴) = max{|𝜆|: 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)} 
𝜌(𝐴)ويُستخدم في حالات النظم المتقطعة للحكم على استقرار النظام؛ فإذا كانت  < 𝐴𝑘فإن  1 → 𝑘حين  0 → ، ما ∞

 .(Lax, 2007) استقرار النظاميعني 
 الاستقرار الطيفي في النظم المستمرة: ثالثا

يُعد التحليل الطيفي للاستقرار في الأنظمة الخطية المستمرة من الأساليب الأساسية في النمذجة الرياضية والتحكم والتحليل 
المصفوفة التي تصف النظام. يتطلب هذا النوع الديناميكي، حيث ترتبط سلوكيات النظام عبر الزمن ارتباطًا مباشرًا بطيف 

 .من التحليل فهماً عميقاً للعلاقة بين القيم الذاتية للمصفوفة واستقرار الحلول للنظام الخطي المتصل
 النموذج الرياضي

 :يُدرس النظام الخطي المستمر من النوع
𝑑x(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴x(𝑡), x(0) = x0 

𝐴حيث  ∈ ℝ𝑛×𝑛  الثابتة، وتمثل مصفوفة المعاملات x(𝑡) هو متجه الحالة في الزم t يتمثل الحل العام لهذا النظام في: 
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x(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡x0 
 .يتحكم كليًا في سلوك الحل مع الزمن 𝑒𝐴𝑡وتكمن أهمية هذا التمثيل في أن سلوك مصفوفة الأس 

 معيار الاستقرار الطيفي
 :يُقال إن النظام مستقر أسيًا إذا

∥ x(𝑡) ∥≤ 𝑀𝑒−𝛼𝑡 ∥ x0 𝑡 لكل ,∥ ≥ 0 
𝑀 وذلك لبعض الثوابت > 𝛼 و 0 >   Aويثبت رياضيًا أن هذا الشرط يُكافئ أن تكون جميع القيم الذاتية للمصفوفة 0

 :أي أن (Datko, 1970) تملك أجزاء حقيقية سالبة
Re(𝜆𝑖) < 0 ∀𝜆𝑖 ∈ 𝜎(𝐴) 
 .(Pazy, 1983) النظم المستمرة هذا الشرط يُعد كافيًا وضروريًا، وهو أحد أعمدة التحليل الطيفي للاستقرار في

 𝑒𝐴𝑡تفسير طيفي لمصفوفة الأس 
𝐴قابلة للإقطار، بحيث   Aإذا كانت = 𝑃𝐷𝑃−1 حيثD  مصفوفة قطرية تحتوي القيم الذاتية، فإن: 

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝐷𝑡𝑃−1 
 :مصفوفة قطرية عناصرها 𝑒𝐷𝑡وفي هذه الحالة، تكون 

𝑒𝜆𝑖𝑡 → 0 
𝑡مع  𝜆𝑖إذا كانت سالبة، فإن  𝜆𝑖 يتوقف كليًا على إشارات الأجزاء الحقيقية لـ 𝑒𝐴𝑡ومن هنا يتضح أن استقرار  → ∞  ،

x(𝑡)مما يعني أن  →  .، أي أن النظام مستقر أسيًا 0
 للإقطار  Aفي حالة عدم قابلية
 :غير قابلة للإقطار، فإنها تُحول إلى صيغة جوردان  Aإذا كانت المصفوفة

𝐴 = 𝑃𝐽𝑃−1 
نما تحتوي على عناصر متعددة الحدود من 𝑒𝐴𝑡وفي هذه الحالة، لا تبقى   𝑒𝜆𝑡في أسّيّات من نوع  مضروبة  tقطرية، وا 

Re(𝜆)في هذه الحالة، يظل شرط  < كافيًا للاستقرار، رغم أن معدلات التخامد قد تتأثر بوجود مضاعِفات متعددة  0
 .(Curtain & Zwart, 1995) الحدود
 داعمة من التحليل الدالينتائج 

ففي  .في الأبعاد اللانهائية )كما في النظم الموصوفة بالمعادلات التفاضلية الجزئية(، يمتد هذا المفهوم ليشمل طيف المشغل
 :هذه الحالة، يتم استخدام نتائج مثل

 مبرهنة هيلبرت للفضاءات الذاتية -
يكافئ وقوع الطيف في نصف المستوى الأيسر  في فضاء {𝑒𝐴𝑡}زمرة -مبرهنة، والتي تنص على أن استقرار الشبه -

 .(Engel & Nagel, 2000) وانضباط النمو الطيفي
 الاستقرار الطيفي في النظم المتقطعة: رابعا

يُعد تحليل الاستقرار في الأنظمة المتقطعة مسألة جوهرية في نظرية النظم الديناميكية الرقمية، حيث تُستخدم هذه النماذج 
على نطاق واسع في التطبيقات التي تتضمن بيانات متسلسلة زمنيًا أو أنظمة يتم تحديث حالتها على فترات زمنية منفصلة. 

لمصفوفة التي تولد التطور الزمني با الخاصذه الأنظمة ارتباطًا مباشرًا بخواص الطيف ويرتبط السلوك طويل الأمد لحلول ه
 .للنظام

 النموذج الرياضي
 :يُدرس النظام الخطي المتقطع بالشكل العام

x𝑘+1 = 𝐴x𝑘, x0 ∈ ℝ𝑛 



 عبير خليفة علي الطياري ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 38العدد  ملحق مجلة العلوم الشاملة  

2560 

𝐴 حيث ∈ ℝ𝑛×𝑛 ،و تمثل مصفوفة المعاملاتx𝑘  هو متجه الحالة عند الفهرس الزمني𝑘 ∈ ℕ  العام لهذا ويكون الحل
 :النظام

x𝑘 = 𝐴𝑘x0 
 .𝐴𝑘 عندما ، أي سلوكAوهنا تتحدد طبيعة الاستقرار من خلال تحليل قوى المصفوفة 

 معيار الاستقرار الطيفي
𝑘إذا كانت الحلول تبقى محصورة لكل  يُقال إن النظام مستقر ≥  :إذا ، ومستقر جذريًا0

lim
𝑘→∞

x𝑘 = 0 
 :تقع داخل دائرة الوحدة في المستوى العقدي، أي A وقد ثبت أن هذا يتحقق إذا وفقط إذا كانت جميع القيم الذاتية للمصفوفة 

|𝜆𝑖| < 1 ∀𝜆𝑖 ∈ 𝜎(𝐴) 
 .(Jury, 1964)وهذا ما يُعرف بـ المعيار الطيفي للاستقرار في النظم المتقطعة 

 في حالة المصفوفات القابلة للإقطار
 :قابلة للإقطار، أي يمكن كتابتها بالشكل A المصفوفةإذا كانت 

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1, 𝐷 = diag(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛) 
 :فإن

𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 
𝜆𝑖مصفوفة قطرية تحتوي على  𝐷𝑘ويكون 

𝑘 من ثم، إذا كانت |𝜆𝑖| < 𝜆𝑖، فإن iلكل   1
𝑘 → 𝐴𝑘، وبالتالي فإن 0 → 0 ،

 .ويكون النظام مستقرًا جذريًا
 في حالة عدم القابلية للإقطار

نما يمكن تحويلها إلى صيغة  عند وجود تكرارات جبرية أكبر من التكرارات الهندسية، لا تكون المصفوفة قابلة للإقطار، وا 
 :جوردانية

𝐴 = 𝑃𝐽𝑃−1 
 :حيث يتضمن الشكل الجورداني كتل من النوع

𝐽 = [

𝜆 1 0 ⋯
0 𝜆 1 ⋯
⋮ ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋯ 0 𝜆

] 

 :في هذه الحالة
𝐴𝑘 = 𝑃𝐽𝑘𝑃−1 

|𝜆|هو حجم الكتلة الجوردانية. لذا، حتى لو كانت  m، حيث 𝑘𝑚𝜆𝑘نموًا متعدد الحدود من النوع  𝐽𝑘 ويُظهر = ، فإن 1
 .(Kailath, 1980) قد يؤدي إلى نمو غير منته ، ويجعل النظام غير مستقر 𝑘𝑚وجود المضاعف 

 نصف القطر الطيفي كمعيار كاف  
 :للمصفوفةيُستخدم نصف القطر الطيفي 

𝜌(𝐴) = max{|𝜆𝑖|: 𝜆𝑖 ∈ 𝜎(𝐴)} 
𝜌(𝐴)إذا كان : كمعيار مكافئ للاستقرار الجذري < 𝐴𝑘، فإن  1 → ، وبالتالي يكون النظام مستقرًا. كما يُستخدم هذا 0

 ,Elsner & Neumann) المعيار في التحليل العددي للنظم الخطية، ويمثل أداة مركزية في دراسة الخوارزميات التكرارية
1983). 

 استقرار الأنظمة الحرجية
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|𝜆|)الحالات التي تكون فيها بعض القيم الذاتية تقع على دائرة الوحدة تمامًا أي  = دون أن تكون قابلة للإقطار، تُعتبر  ( 1
إلى الصفر. تُصنّف هذه الأنظمة على  حالات حرجية من حيث الاستقرار، حيث قد تبقى الحلول محصورة لكن لا تتخامد

 .ولكن غير مستقرة جذريًا أنها مستقرة
 نصف القطر الطيفي ودوره في تقييم الاستقرار: خامسا

إحدى الأدوات الرياضية الجوهرية في تحليل استقرار الأنظمة الخطية، خصوصًا في النظم  يمثّل نصف القطر الطيفي
ظرية المصفوفات، والتحليل العددي، ونظرية التكرار، ونمذجة الأنظمة الديناميكية. المتقطعة، ويُستخدم بشكل واسع في ن

ومن أبرز ميزاته أنه يُوفر معيارًا موحدًا وقويًا لفهم سلوك القوى المتكررة للمصفوفات، دون الحاجة إلى حساب القيم الذاتية 
 .بالكامل أو إقطار المصفوفة
 تعريف نصف القطر الطيفي

𝐴القطر الطيفي لمصفوفة مربعة يُعرّف نصف  ∈ ℂ𝑛×𝑛 بأنه: 
𝜌(𝐴) = max{|𝜆|: 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)} 

 .مصفوفةبال الخاصهو الطيف  𝜎(𝐴)، حيث Aأي أنه يمثل أكبر مقدار مطلق للقيم الذاتية للمصفوفة 
 :يمثل هذا المفهوم الأساس في فهم استقرار القوى المتكررة للمصفوفة، حيث أن

lim
𝑘→∞

𝐴𝑘 = 0  ⇔ 𝜌(𝐴) < 1 
x𝑘+1وهذا الشرط ضروري وكاف  لاستقرار الأنظمة المتقطعة من النوع  = 𝐴x𝑘كما بيّنه ، Gelfand (1941)  في سياق

 .نظرية التحليل الدالي
 صيغة جيلفاند

 :واحدة من أهم الخصائص التي ترتبط بنصف القطر الطيفي هي صيغة جيلفاند
𝜌(𝐴) = lim

𝑘→∞
∥ 𝐴𝑘 ∥1/𝑘 

معين، دون الحاجة إلى معرفة القيم الذاتية  تقدير نصف القطر الطيفي باستخدام معيار مصفوفيوهي علاقة أساسية تسمح ب
 ذات بعد كبير أو يصعب تحليل طيفها صراحة A بدقة. ويمكن استخدام هذه الصيغة في التحليل العددي عندما تكون 

(Bhatia, 1997). 
 ارتباط نصف القطر الطيفي بالاستقرار

 :المتقطعةفي الأنظمة 
𝜌(𝐴)إذا كان  < x𝑘، فإن كل حل 1 = 𝐴𝑘x0 يتخامد إلى الصفر، ويكون النظام مستقرًا جذريًا. 

 :في الأنظمة المستمرة
نصف القطر الطيفي لا يُستخدم بشكل مباشر للحكم على الاستقرار، لأن معيار الاستقرار يعتمد على الجزء الحقيقي للقيم 

طر الطيفي يرتبط بمعدلات التخمّد في بعض الحالات الخاصة، مثل المصفوفات السالبة الذاتية. ومع ذلك، فإن نصف الق
 قطريًا-شبه

 متباينات مفيدة
في سياق التحليل التطبيقي، يُستخدم نصف القطر الطيفي ضمن متباينات تساعد على تقدير النمو أو الانكماش في النظم. 

 :من أبرز هذه المتباينات
 :لطيفمتباينة الحد الأعلى ل .1

𝜌(𝐴) ≤∥ 𝐴  لاي معيار مصفوفي متوافق ∥
 متباينة .2
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𝜌(𝐴) ≤∥ 𝐴 ∥𝐹 
 :Geršgorin متباينة .3

 :Gershgorin تعطي تقديرًا تقريبيًا لموقع القيم الذاتية وبالتالي لنصف القطر الطيفي، عبر دوائر
|𝜆𝑖 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑|

𝑗≠𝑖

𝑎𝑖𝑗| 

𝜌(𝐴)ويمكن استخدامها لتحديد ما إذا كانت  <  .(Varga, 2004) صراحة A طيف دون حساب 1
 تطبيقات تحليلية وعملية

 :يُستخدم نصف القطر الطيفي بشكل مباشر في
 مثل طريقة تقييم استقرار الخوارزميات التكرارية Jacobi أو Gauss-Seidel. 
 تحليل النظم الخطية ذات الأبعاد العالية. 
 نمذجة الأنظمة الحيوية أو الاقتصادية المتقطعة. 
  سرعة تقارب الحلولتقييم. 

 الدراسات السابقة 
لمصفوفات واستقرار الحلول في الأنظمة الخطية، با الخاصتناولت العديد من الدراسات في العقود الأخيرة العلاقة بين الطيف 

ري واهتمت بتطوير أدوات رياضية وعددية تسمح بفهم هذه العلاقة بعمق ودقة. وقد تنوعت هذه الدراسات بين الجانب النظ
 ."البحت والتطبيقات العددية والخوارزمية، مما شكل أرضية صلبة لمفهوم "التحليل الطيفي للاستقرار

والتي ناقشت مفهوم الاستقرار   Mezić (2014) و Mauroyإحدى الدراسات البارزة في هذا السياق هي الدراسة التي قدّمها 
وقد ساهمت هذه الدراسة في توسيع نطاق  Koopman .لمشغّل من خلال إطار طيفي متقدم يعتمد على دوال القيم الذاتية

التحليل الطيفي إلى ما هو أبعد من الأنظمة الخطية، غير أن نتائجها تنطبق بصورة مباشرة على النماذج الخطية أيضًا، 
ن الاستقرار حيث أظهرت كيف يمكن تمثيل السلوك الديناميكي الكامل للنظام من خلال بنية طيفية متصلة، وأكدت على أ

 .يرتبط ببنية هذا الطيف وموقع عناصره في المستوى العقدي
مسألة تحديد أقرب مصفوفة غير سالبة إلى مصفوفة معطاة  Protasov (2018)و Guglielmiفي دراسة أخرى، بحث 

ات عددية بحيث تكون مستقرة )أي يكون نصف قطرها الطيفي أصغر من الواحد(. واعتمدت الدراسة على تطوير خوارزمي
لاختبار الاستقرار ومعالجته عبر تعديل طيف المصفوفة. وأشارت النتائج إلى أن شرط الاستقرار يُمكن ربطه بعدد محدود 
من القياسات الطيفية، منها نصف القطر الطيفي والموقع النسبي للقيم الذاتية. وقد عالجت هذه الدراسة بعمق أهمية التكرار 

ذاتية عند الاقتراب من حدود دائرة الوحدة، وبيّنت أن الاستقرار يمكن تحقيقه حتى في ظل تكرارات الجبري والهندسي للقيم ال
 .عالية، إذا ما تمت مراعاة البنية الجبرية للمصفوفة

ية مع عمليات Markov فقد تناولت الاستقرار الطيفي في سياق الأنظمة التي تخضع لقفزات Ghareebi (2001)أما دراسة 
ين للحالة، وهي من الأنظمة المتقطعة ذات الطبيعة العشوائية. وقد طُبّقت أدوات التحليل الطيفي عبر استخدام إعادة تعي

نصف القطر الطيفي لمصفوفة مركّبة تحدد بنية الانتقالات الزمنية للنظام، وأثبتت أن الاستقرار في هذه الحالات يعتمد على 
وبالرغم من الطبيعة الخاصة لهذه النماذج، إلا أن التحليل المعتمد على الطيف  الخصائص الطيفية لمصفوفة الانتقال الكلية.

 .أثبت فعاليته العالية حتى في النماذج غير التقليدية، مما يدعم اتساع نطاق صلاحية النهج الطيفي
ت البنية الشبكية، وذلك إطارًا طيفيًا لدراسة الاستقرار في الأنظمة الديناميكية ذا Braylon et al. (2020)قدّمت دراسة 

استندت الدراسة إلى مبدأ أن استقرار النقاط الثابتة في الأنظمة  ،عبر تحليل الأنظمة المعرفة على رسوم موجهة عشوائية
الكبيرة يمكن توصيفه من خلال موقع القيمة الذاتية القيادية للمصفوفة التي تصف الترابطات البنيوية للنظام. وقد أظهرت 
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رار في النظام كليًا، حتى في ظل نتائج عددية دقيقة أن وجود القيم الذاتية ذات الجزء الحقيقي الموجب يؤدي إلى عدم استق
 .توازن محلي في بعض العقد، مما يعكس حساسية الاستقرار في النظم ذات الهيكل اللامركزي تجاه الطيف الكلي للمصفوفة
 تميزت هذه الدراسة باهتمامها بالبُعد البنيوي للطيف، حيث بيّنت أن توزيع القيم الذاتية وليس فقط موقعها الفردي، يُعد عاملًا 
أساسيًا في توصيف استقرار النظام. ويُمثل ذلك نقلة نوعية في فهم الاستقرار من منظور طيفي جماعي، وليس فقط تحليليًا 

 .لكل قيمة ذاتية على حدة
 المنهجية الرياضية والتحليلية

خواص مصفوفة تبُنى هذه الدراسة على تحليل استقراري لنماذج رياضية خطية تعتمد في توصيف سلوكها الزمني على 
( أي مجموعة القيم الذاتية المرتبطة بها) معاملات ثابتة. يتمحور الإطار المنهجي حول العلاقة بين طيف هذه المصفوفة

 .وبين استقرار الحلول المرتبطة بالنظام
 النموذج الرياضي

 :يُنظر في الأنظمة الخطية التالية
 :)أ( في الحالة المستمرة

𝑑x(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴x(𝑡), x(0) = x0 

 :)ب( في الحالة المتقطعة
xk+1 = Axk, x0 ∈ ℝn 

Aحيث  ∈ ℝn×n مصفوفة ثابتة، و xk  أوx(t)  تمثل متجه الحالة عند الزمنt   أو الفهرسk على التوالي. 
 معيار الاستقرار الطيفي: أولا

 :كما يلي A يُعرف الاستقرار في الأنظمة الخطية بناءً على موقع القيم الذاتية للمصفوفة
 :تملك جزءًا حقيقيًا سالبًا، أي A يكون النظام مستقرًا إذا وفقط إذا كانت جميع القيم الذاتية لـ: الحالة المستمرةفي  -
- Re(λi) < 0 ∀𝑖 
يكون النظام مستقرًا إذا وفقط إذا كانت جميع القيم الذاتية تقع داخل دائرة الوحدة في المستوى : في الحالة المتقطعة -

 :العقدي
|𝜆𝑖| < 1 ∀𝑖 

 الأدوات التحليلية المستخدمة: ثانيا
 :تُعتمد في التحليل الأدوات الرياضية الآتية

  لمصفوفةبا الخاصالطيف 
𝜎(𝐴) = {𝜆 ∈ ℂ :  det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0} 

 نصف القطر الطيفي 
𝜌(𝐴) = max{|𝜆| :  𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)} 

 تحليل خصائص المصفوفة: 
 التماثل أو عدم التماثل -
 القابلية للإقطار -
 والهندسي للقيم الذاتيةالتكرار الجبري  -

لتحديد ما إذا كانت الشروط الطيفية للاستقرار محققة دون الحاجة إلى تتبع تطور الحلول  A يُستخدم التحليل المباشر لطيف
 .عبر الزمن

 إعداد الحالات التحليلية: لثاثا
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 :ذات خصائص متنوعة، تشمل Aتُختار نماذج تمثيلية لمصفوفات 
 مصفوفات قطرية 
  غير متماثلةمصفوفات 
 مصفوفات ذات قيم عقدية 
 حالات تحتوي على تكرارات ذاتية 

 .يُجرى تحليل طيفي مباشر لكل حالة باستخدام الأسس الرياضية السابقة، مع استخلاص معايير استقرار دقيقة
 الدراسة العددية والتطبيقات النموذجية

المصفوفات الخطية التي تم اختيارها لتمثيل حالات متنوعة بُني التحليل العددي في هذه الدراسة على فحص طيف عدد من 
من الأنظمة الديناميكية، بهدف التحقق من مدى تطابق خصائص الطيف مع الشروط النظرية للاستقرار، كما وردت في 

ة بين القيم الذاتية القسم السابق. وقد تم تنفيذ هذا التحليل باستخدام أدوات رياضية دقيقة لضمان التفسير الكمي الدقيق للعلاق
 .واستقرار الحلول
 مصفوفة قطرية حقيقية: الحالة الأولى

 :تم اختبار النظام

𝐴1 = [
−2 0 0
0 −3 0
0 0 −1

] 

 :يمثل هذا النموذج حالة مثالية حيث تكون المصفوفة قطرية، وقيمها الذاتية واضحة مباشرة
𝜆1 = −2, 𝜆2 = −3, 𝜆3 = −1 

 مستمر: نوع النظام 
 بما أن جميع القيم الذاتية تقع على الجهة السالبة من المحور الحقيقي، فإن الشرط : التحققRe(𝜆𝑖) <  .محقق 0
 النظام مستقر استنادًا إلى التحليل الطيفي: النتيجة. 

 مصفوفة غير متماثلة بقيم عقدية: الحالة الثانية
 :تمت دراسة النظام

𝐴2 = [
0 1
−2 −3

] 
 نحصل علىبحساب القيم الذاتية : التحليل الطيفي: 

𝜆1,2 = −1.5 ± √2 − 2.25 = −1.5 ± 0.5𝑖 
 القيم الذاتية تقع في نصف المستوى الأيسر من المستوى العقدي، ما يضمن استقرار الحل: التفسير. 
 تم حساب القيم الذاتية باستخدام خوارزميات تحليل ذاتي قياسية، وكانت النتائج متوافقة مع التوقعات : التحقق العددي

 .النظرية
 نظام متقطع بقيم ذاتية قريبة من دائرة الوحدة: ثالثةالحالة ال

𝐴3 = [
0.9 0.2
−0.1 0.95

] 
 متقطع: نوع النظام 
 القيم الذاتية حسب التحليل العددي كانت: التحليل: 

𝜆1 ≈ 0.97, 𝜆2 ≈ 0.88 
 (، مما يدل على أن النظام مستقر طيفيًا1كلا القيمتين تقع داخل دائرة الوحدة )الوحدة = : التفسير. 
 قرب القيم من الحد الفاصل )الوحدة( قد يشير إلى بطء في التخامد الديناميكي للحلول :ملاحظة. 
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 مصفوفة غير قابلة للإقطار: الحالة الرابعة
 :في هذه الحالة، تم تحليل مصفوفة تأخذ الشكل الجورداني

𝐴4 = [
2 1
0 2

] 
 متقطع: نوع النظام 
 التحليل الطيفي: 

𝜆القيمة الذاتية الوحيدة هي  - =  1وتكرار هندسي   2بتكرار جبري  2
 التفسير: 

 .القيمة الذاتية تقع خارج دائرة الوحدة، مما يعني عدم تحقق شرط الاستقرار -
التكرار غير المتكافئ )عدم القابلية للإقطار( يعزز من عدم الاستقرار، وقد يؤدي إلى تضخم الحل حتى  -

 .مع قيم ثابتة
 التحليل الطيفيالنظام غير مستقر، كما تنبأ : النتيجة. 

 طيف حقيقي غير سالب متكرر: الحالة الخامسة
 :تم اختبار النظام

𝐴5 = [
1 1 0
0 1 1
0 0 1

] 

 متقطع: نوع النظام 
 التحليل الطيفي: 

𝜆القيمة الذاتية الوحيدة هي  - =  1وتكرار هندسي  3بتكرار جبري  1
 النتيجة: 

 لى حالة حرجة من عدم الاستقراروجود قيم ذاتية على دائرة الوحدة، إلى جانب بنية غير قطرية، يؤدي إ -
النظام غير مستقر بالرغم من أن القيم الذاتية لا تتعدى الوحدة مطلقًا، : التحليل النظري يدعم هذه النتيجة -

 نظرًا لتكرارها وبنية المصفوفة
على موقع القيم  ( مجموعة من الحالات التمثيلية لأنظمة خطية مختلفة، حيث يتم تحليل استقراريتها بناءً 1يوضح الجدول )

الذاتية لمصفوفة النظام في المستوى العقدي. يعتمد الحكم على الاستقرار في كل حالة على العلاقة بين الطيف وبين المعايير 
الطيفية المعتمدة في النظم المستمرة أو المتقطعة. يوفر هذا الجدول خلاصة مقارنة تبرز دقة النهج الطيفي في توصيف 

 .اجة إلى حلول زمنية صريحةالاستقرار دون الح
 : تحليل استقرارية حالات تمثيلية لنظم خطية باستخدام الطيف الخاص بالمصفوفة1الجدول 

 الحالة نوع النظام قيم ذاتية الموقع الطيفي الاستقرار
 A₁ مستمر حقيقية سالبة نصف مستوى أيسر مستقر
 A₂ مستمر عقدية سالبة نصف مستوى أيسر مستقر
 A₃ متقطع داخل الوحدة داخل دائرة الوحدة مستقر

 A₄ متقطع 1<حقيقية  خارج دائرة الوحدة غير مستقر
 A₅ متقطع على الوحدة متكررة وغير قطرية غير مستقر
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  توضح المقارنة أن موقع الطيف وحده لا يكفي دائمًا للحكم على الاستقرار، بل يجب أيضًا مراعاة البنية الجبرية
 .للمصفوفة، خاصة في الحالات المتقطعةوالهندسية 

  في النماذج التي تحقق شروط الاستقرار الطيفي، كانت النتائج العددية متوافقة تمامًا مع التنبؤات النظرية، مما
 .يدعم فاعلية النهج الطيفي كأداة دقيقة لتقييم الاستقرار

 تحليل النتائج ومناقشتها
إليها عبر تحليل طيف مجموعة من المصفوفات الخطية أن المعايير الطيفية  أظهرت النتائج العددية التي تم التوصل

للاستقرار، كما تم تحديدها نظريًا، تُعد كافية وفعالة لتوصيف السلوك الديناميكي للحلول في الأنظمة الخطية سواء المستمرة 
المصفوفات من حيث البنية والتوزيع  أو المتقطعة. وقد تم التحقق من ذلك عبر حالات متعددة غطت أنماطًا متنوعة من

 .الطيفي
 مطابقة الطيف مع السلوك الديناميكي: أولا
  في الحالات التي كانت القيم الذاتية للمصفوفة تقع ضمن النطاقات الطيفية المستقرة )نصف المستوى الأيسر في الأنظمة

سلوكًا استقراريًا واضحًا، مع تراجع تدريجي في المستمرة، أو داخل دائرة الوحدة في الأنظمة المتقطعة(، أظهر النظام 
 .المكونات الديناميكية بمرور الزمن

  في المقابل، عندما تضمنت المصفوفة قيمًا ذاتية موجبة أو تقع على أو خارج الحدود الحرجة، سواء بسبب التكرار
 .ذبذب غير متناقص في الحلولالذاتي أو بسبب البنية الجوردانية، ظهر سلوك غير مستقر تمثل في نمو سريع أو ت

 دلالة التكرار الجبري والهندسي: ثانيا
أحد الملاحظات المهمة التي تؤكدها النتائج هو أن موقع القيم الذاتية وحده لا يكفي للحكم القاطع على الاستقرار، بل يجب 

جلت هذه المسألة بوضوح في الحالة وقد ت .أيضًا النظر في البنية الطيفية الداخلية، لا سيما التكرار الجبري والهندسي
إلى سلوك غير مستقر رغم عدم تعديها حدود دائرة الوحدة، وذلك  λ=1، حيث أدت القيمة الذاتية المفردة (A₅) الخامسة

 .بسبب تكرارها وبنية المصفوفة غير القابلة للإقطار البسيط
 فاعلية النهج الطيفي: ثالثا

التحليل الطيفي يُوفر أساسًا دقيقًا وموثوقًا لتقييم استقرار الأنظمة الخطية دون الحاجة إلى تؤكد هذه النتائج أن استخدام 
محاكاة زمنية لحلول النظام. كما أن التقييم الطيفي يُمكّن الباحث من تشخيص الحالة بسرعة، وهو ما يُعد ميزة مهمة عند 

 .التعامل مع أنظمة ذات أبعاد كبيرة أو تطبيقات آنية
 :عالية التحليل الطيفي، ينبغي الإشارة إلى أنهرغم ف

 .لا يعالج سلوك الأنظمة غير الخطية، ما يتطلب أدوات تحليلية أكثر تعقيدًا -
في بعض الحالات، قد تكون الحساسية للطيف غير كافية للتنبؤ بالسلوك الفعلي للنظام، خاصة عند الاقتراب من  -

 .حدود الاستقرار
فقط دون فحص بنية المصفوفة، خصوصًا في الأنظمة المتقطعة ذات  ى القيم الذاتيةيجب الحذر من الاعتماد عل -

 .التكرارات الذاتية العالية
 الخاتمة والتوصيات

تبُرز هذه الدراسة أهمية التحليل الطيفي كأداة رياضية فعّالة في توصيف استقرار الحلول للأنظمة الخطية الزمنية، سواء 
خلال دراسة نماذج تمثيلية لمصفوفات متنوعة في البنية والطيف، تَبيّن أن موقع القيم الذاتية في  المستمرة أو المتقطعة. ومن

المستوى العقدي يشكل معيارًا موثوقًا في الحكم على استقرار الحلول، شريطة أخذ التكرار الجبري والهندسي للقيم الذاتية في 
 .الاعتبار، خاصة في النظم المتقطعة
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تطابقًا واضحًا بين التحليل النظري والاستنتاجات العددية، مما يعزز من موثوقية النهج الطيفي كبديل تحليلي أظهرت النتائج 
 .متقدم يمكن الاعتماد عليه في دراسة استقرار الأنظمة دون الحاجة إلى تتبع زمني مباشر للحلول

 :التوصيات
 .لأنظمة الخطية ذات المعاملات المتغيرة زمنيًاتوسيع إطار التحليل الطيفي ليشمل النماذج شبه الخطية أو ا .1
دراسة تأثير الاقتراب من حدود الاستقرار )مثل وجود قيم ذاتية قريبة من المحور التخيلي أو دائرة الوحدة( على  .2

 .الحساسية العددية ودقة التنبؤ
أو النماذج الاقتصادية  تطبيق المنهج الطيفي في بيئات متعددة مثل أنظمة التحكم، الشبكات العصبية الخطية، .3

 .الديناميكية
تُعد نتائج هذه الدراسة تمهيدًا لبناء أدوات تحليلية أكثر شمولًا قادرة على التعامل مع تعقيدات النظم الحديثة، مع الحفاظ على 

 .الصرامة الرياضية والدقة المفاهيمية
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