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 :الملخص

تتناول هذه الدراسةةةة اسةةةتتدام تتتةةةلتةةةلاخ تا لورل وتتااةةةة تتتةةةلتةةةلاخ تاعلورينل لد تقري       د  تن الدوال  
وتركّز  لى تحليل طب عة التقارب )النقطد والمنتظ ( لكثيراخ الحدو  الجزئ ة  لى تجالاخ قريبة تن نقطة  .الأسةةةةةةةةةةةةةاسةةةةةةةةةةةةة ة

ا  لى اةةة  ة لااران  للباقد كما تد   النتائ  النظرية بتحقق  د ي   .التوسةةةمل تم ااةةةتقا  لدو   لوية لتطع القطم ا تما  
ق  برن العلاقة بين الحدو  النظرية للتطع وال     الفعل ة المحتةةةةةةةةةةةوتةل تبيّنة  قطر رتبة القطم والت ار المجال  لى  قة  تبتةةةةةةةةةةةّ

 .التقري 
 .تتتلتلاخ تا لورل تتتلتلاخ تاعلورينل التقارب النقطدل التقارب المنتظ ل لدّ التطع  :الكلمات المفتاحية

Abstract: 

This study examines the use of Taylor series, particularly Maclaurin series, to 

approximate values of selected elementary functions. It focuses on analyzing the nature of 

convergence (pointwise and uniform) of partial Taylor polynomials on intervals near the 

expansion point and on deriving upper bounds for truncation error using the Lagrange 

remainder formula. The theoretical results are supported by simplified numerical verification, 

highlighting the relationship between theoretical error bounds and actual computed errors, and 

clarifying the effect of truncation order and interval selection on approximation accuracy. 

Keywords: Taylor series, Maclaurin series, pointwise convergence, uniform 

convergence, error bound. 

 المقدمة  .1

ل  تُعد تتتةةةةةةلتةةةةةةلاخ تا لور تن الأ واخ المحورية لد التحليل الريااةةةةةةد والتقري  العد ي للدوالل    تُمّ ن تن تمثي
وي تتةةةةةة  هذا  . لى هيئة تتتةةةةةةلتةةةةةةلة قوش تُبنى تن تشةةةةةةتقاخ الدالة  ند تل  النقطة𝑎 الة قابلة للااةةةةةةتقا  لد جوار نقطة 

التد قد ي ون تقي مها المبااةةر قو تحليلها لد اةةورة ت لقة   التمثيل   مة  لم ة وتطب   ة كبيرة لأنه يحوّل التعاتل تم الدوال
وتظهر لا ل ة  ل  لد سةة اقاخ تتعد ة  .التعاتل تم كثيراخ لدو  يتةةهل لتةةابها وت ارتها جبري ا لى   قتر ا اير ت تةةور  ائم ا
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تثل الحتةةةةةةةةةةاةاخ العلم ةل والتحليل العد يل والنمذجة الريااةةةةةةةةةة ةل ليد تُتةةةةةةةةةةتتدم كثيراخ الحدو  الجزئ ة الناتجة  ن قطم 
 .ة لتلوكهال قو لتبت ق تعابير رياا ة تتضمنهاالمتتلتلة  ند رتبة تعينة لتقد ر     الدوالل قو لبناء نما ج تحل 

اير قن الاسةتتدام المنهجد لمتتةلتةلاخ تا لور لا يقتعةر  لى ااةتقا  المتتةلتةلة لحتة ل بل  رتبق ارتباط ا وط ق ا 
يعةب   ا تعنى  𝑇𝑛(𝑥)لالتقري  بواسةطة كثير لدو    .بدراسةة لعةائا التقارب ولدو  التطع الناتجة  ن قطم المتتةلتةلة

وتةالابتعةا   ن 𝑛 لى تجةال تعينل وك   تت ير الةدقةة بت ير الرتبةة    𝑓(𝑥)مد  نةدتةا يم ن تواةةةةةةةةةةةةةة   تةدش اقتراةةه تن  ل
قسةاسة ةإ    يضةمن التقارب  ولااةة التقارب النقطد والتقارب المنتظ —ولد هذا التة ا  تُعد تفاي   التقارب .نقطة التوسةم

ى لدةل بينما يقدّم التقارب المنتظ  اةةةةةةةةةةةةةةمان ا ققوش  تمثل لد التح   ةالتطع لكل نقطة  ل  𝑓(𝑥)تن 𝑇𝑛(𝑥)النقطد اقتراب 
ةعةةةةةةةةورة تولّدة  لى تجال كاتلل وهو تا  رتبق بنتائ  تهمة تثل  ت ان ة تبا ل العمل اخ الحدّية تم التكاتل قو الااةةةةةةةةتقا   

التد  (Remainder Term) قدوتن جهة قلرشل لإن تقد ر التطع  تطل  الاسةةةتنا   لى اةةة  ة البا .تحت اةةةرون تناسةةةبة
𝑓(𝑥)تعةةةةةةةةةة  الفر   − 𝑇𝑛(𝑥)   بدلالة تشةةةةةةةةةةتقة ق لى للدالةل الأتر الذي  ت   بناء لدو   لوية للتطع يم ن اسةةةةةةةةةةتتداتها

لضةةةةبق الدقة المطلوتة تتةةةةبق ال سةةةةواء  ند نقطة ةعينها قو  لى تجال كاتل  بر اسةةةةتتدام تقد راخ  ظمى للمشةةةةتقاخ  لى  
 . ل  المجال

𝑎الدراسةة  لى اسةتتدام تتتةلتةلاخ تا لور)وتتااةة تتتةلتةلاخ تاعلورين  ند   وتركّز هذه = لتقري  تجمو ة   0
تتتارة تن الدوال الأسةةاسةة ةل تم تحليل طب عة التقارب  لى تجالاخ قريبة تن نقطة التوسةةمل واسةةتتراج لدو   لوية للتطع 

ا  لى اةة  ة الباقد ق يعتمد  لى جداول     تتتارة ورسةةوم تواةة ح ة    كما تُد   النتائ  النظرية بتحقق  د ي  .ا تما   تبتةةّ
 .تحدو ةل بهدف  بران العلاقة بين الحدو  النظرية للتطع والتطع الفعلد لد قتثلة تمثلة

  (ل والشةةةويرف2019وقد تناولت ةعض الدراسةةةاخ العرت ة هذا المواةةةوو تن نوايا قريبةل تثل الزيداند وقبواةةةحمة )
(2025). 

 الدراسةمشكلة  1.1
لد تقري  الدوال   𝑇𝑛(𝑥)تتمثل المشةةةةةةةةةةةةةة لة الرئ تةةةةةةةةةةةةةةة لد تواةةةةةةةةةةةةةة   تدش توطو  ة كثيراخ لدو  تا لور الجزئ ة  

الأساس ة امن تجال تحد ل وتحد د طب عة التقارب المرتبق بهذا التقري ل وتناء لدو  لطع  مل ة قابلة للحتاب  ند قطم 
 .المتتلتلة

 أسئلة الدراسة 1.2
تقارب لمتتةةلتةةلاخ تا لور للدوال الأسةةاسةة ة المتتارة  لى المجالاخ المدروسةةةل وتا طب عة هذا تا اةةرون تحقق ال .1

 التقارب )نقطد/تنتظ ( امن تل  المجالاخ؟

𝑓(𝑥) ع   يم ن ااةةةةةةتقا  لد  لوي للتطع   .2 − 𝑇𝑛(𝑥) ةاسةةةةةةتتدام اةةةةةة  ة الباقد )اةةةةةة  ة لااران (ل وتعةةةةةةورة ∣
 تعل  للتطبيق  لى تجال كاتل؟

تمثلة  𝑥ونقان  𝑛الحدو  النظرية للتطع تم التطع الفعلد المحتةةةةةةةةةةةةوب  د ي ا  ند الت ار رت  تا تدش اتتةةةةةةةةةةةةا   .3
  الل المجال؟

 أهداف الدراسة 1.3

𝑎ااتقا  كثيراخ لدو  تا لور الجزئ ة لول نقطة توسم طابتة )االب ا   .1 = ل 𝑒𝑥لعد  تن الدوال الأساس ةل تثل:  (0
sin (𝑥) لcos (𝑥)ل وln (1 + 𝑥). 

تحليةل التقةارب  لى تجةالاخ تتتةارة قريبةة تن نقطةة التوسةةةةةةةةةةةةةةمل تم تمييز تةا يم ن  طبةاتةه  لى تتةةةةةةةةةةةةةةتوش التقةارب   .2
 .النقطد وتا يم ن   مه  لى تتتوش التقارب المنتظ   ندتا تتولر اروطه
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ا  لى اةة  ة الباقدل ط  تقارنة .3 ق  ةالتطع الفعلد لد هذه الحدود بناء لدو   لوية للتطع ا تما   تحقق  د ي تبتةةّ
 .يعتمد  لى جداول ورسوم توا ح ة تحدو ة

 الإطار النظري  .1
 يعرض هذا القت  الأسس النظرية اللانتة لبناء التقري  ةمتتلتلاخ تا لور وتحليل سلوكهل و ل   بر: 

 .( تعري  كثيرة لدو  تا لور والمتتلتلة المرتبطة بها1)
 .ارب( لعائا تتتلتلاخ القوش ونع  قطر التق2)
 .( قنمان التقارب  اخ العلة ةمتتال اخ الدوال وسلاسل الدوال3)

ويُرا ى هنا تقدي  التعريفاخ والنتائ   .( اةةةةةةةة  ة الباقد )لد التطع( بواةةةةةةةةفها ق اة تا ارية لضةةةةةةةةبق لطع القطم4)
 .العاتة لققل  ون ااتقا  تتتلتلاخ الدوال المتتارةل لأن  ل  يُتعّا له جزء تتتقل لالق ا

 متسلسلة تايلور وكثيرة حدود تايلور 2.1

تُعرَّف كثيرة لدو   .𝑎لد جوار 𝑛ل وقابلة للااةةةةةةةةتقا  لتى الرتبة  𝑎 الة تعرلة  لى تجال يحتوي النقطة   𝑓لتكن 
 :ةالع  ة 𝑎لول  𝑛تا لور تن الرتبة 

𝑇𝑛(𝑥; 𝑎) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘. 

 

;𝑇𝑛(𝑥وتُعةد   𝑎)   تقريبة ا تحل ة ا للةدالةة قرب𝑎  ل    تتمةاطةل تشةةةةةةةةةةةةةةتقةاخ𝑇𝑛   تم تشةةةةةةةةةةةةةةتقةاخ𝑓    نةد 𝑎   لتى الرتبةة𝑛.  
 (2006إ جه مةل 1981)ةارتلل 

 :لتُعطى )ا ل  ا(  لى هيئة تتتلتلة قوش  𝑎قتا تتتلتلة تا لور لول 

∑
𝑓(𝑘)(𝑎)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘. 

 

 تشتقاخ الدالةل لإن تتاواة الدالة ةحد كثيراخ الحدو  الجزئ ةوتم قن هذه الع  ة تُكت   ائم ا تتى وُجدخ 

𝑓(𝑥) = lim 
𝑛→∞

𝑇𝑛(𝑥; 𝑎) 

 

 ل تت ل  قة تلقائ ةل بل تتطل  تحقق التقارب وكون الباقد
 𝑅𝑛(𝑥; 𝑎) = 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥; 𝑎)  

𝑎وتُتةةمّى الحالة التااةةة   .(Rudin, 1976)   ؤول  لى العةةفر اةةمن تجال تناسةة  = تتتةةلتةةلة تاعلورين  0
(Apostol, 1967). 

  متسلسلات القوى ونصف قطر التقارب 2.2 

 تُتمّى المتتلتلة

∑ 𝑐𝑘

∞

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘 
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𝑅تن النتائ  الأسةاسة ة لد نظرية تتتةلتةلاخ القوش وجو   د     .𝑎تتتةلتةلة قوش لول  ∈ [0, يُتةمّى نعة   [∞
 :قطر التقارب ةحيد

∣يحقق  𝑥تتقارب المتتلتلة تقارت ا تطلق ا لكل  • 𝑥 − 𝑎 ∣< 𝑅ل 

∣وتتبا د لكل  • 𝑥 − 𝑎 ∣> 𝑅ل 

∣بينما تتطل  لالة  • 𝑥 − 𝑎 ∣= 𝑅راسة تتتقلة ةحت  تعاتلاخ المتتلتلة  

وتُعد التااةةةةةةةةةة ة التال ة  اخ قهم ة تبااةةةةةةةةةةرة  ند اسةةةةةةةةةةتتدام تا لور لد التقري :  لى قي تجال ت لق  الل  ائرة 
∣  :التقارب تن  𝑥 − 𝑎 ∣≤ 𝑟 < 𝑅ا لد التطع  الل    .ل تتقارب تتتلتلة القوش  ا ة  تقارت ا تنتظم ا وهذا يمن  تح م ا تولد 

ا نظري ا لتبرير  اةةةةةةةةةمان الد  & Bartle ) قة”  لى تجال كاتل بدلا  تن الاعتفاء بنقان تنفر ة ل  المجالل ويُعد قسةةةةةةةةةاسةةةةةةةةة 

Sherbert, 2011). 

 أنماط التقارب ذات الصلة بمتتاليات الدوال وسلاسل الدوال 2.3 
تتتال ة  {𝑆𝑛}ولتكن  .يعتمد تواةةةةةةةةةة   جو ة تقري  تا لور لد هذه الدراسةةةةةةةةةةة  لى تمييز  قيق بين قنمان التقارب

 .𝐷 وال  لى تجال 

𝑆𝑛 تقال  التقارب النقطد (1)  → 𝑆  نقط  ا  لى𝐷 ا تحقق  : 

∀𝑥 ∈ 𝐷: lim 
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥). 

 

ويمثل هذا النمق تقارت ا   ند كل نقطة”ل لكنه لا يضةةةةةةةمن قن ي ون التطع اةةةةةةة ير ا ةالقدر نفتةةةةةةةه  بر المجال كله 
 .(2010) لابل 

𝑆𝑛 تقال  المنتظمالتقارب   (2)  → 𝑆  ةانتظام  لى𝐷 ا تحقق  : 
lim

𝑛→∞
sup

𝑥∈𝐷
∣ 𝑆𝑛(𝑥) − 𝑆(𝑥) ∣= 0. 

ا للتطع  لى المجالل وهو اةةةةةةةةةةةةرن تحوري لد نتائ   ا تولد  ويُعد التقارب المنتظ  ققوش تن النقطدإ لأنه  ولّر لدًّ
 .(Bartle & Sherbert, 2011) تا اريةتبا ل النهاية تم  مل اخ التحليل )تثل التكاتل والااتقا ( تحت لروض 

∑لتةةةلتةةةلة  وال   .التقارب المطلق لســلاســل الدوال (3)  𝑢𝑘
∞
𝑘=0 (𝑥)  ل يُقال  نها تتقارب تقارت ا تطلق ا  ند𝑥  ا  

∑عانت   ∣∞
𝑘=0 𝑢𝑘(𝑥) وتالنتةبة لمتتةلتةلاخ القوش  الل نعة  قطر التقاربل لإن التقارب المطلق يعد لااة ة   .تتقارتة ∣

 .(Rudin, 1976)  تا ارية

ــترا   (4)  𝑀𝑘  ا وُجةدخ ق ةدا     اختبـار فـايرشـــــــ ≥ ∣ةحيةد    0 𝑢𝑘(𝑥) ∣≤ 𝑀𝑘  لكةل𝑥 ∈ 𝐷  ل وكةانةت∑𝑀𝑘 
(ل وتُتةةةةةةتتدم هذه الفكرة لالق ا اسةةةةةةنا  التح   المولد  1981)ةارتلل   𝐷تتقارب تقارت ا تنتظم ا  لى   𝑢𝑘(𝑥)∑تتقارتةل لإن  

 .ةالتطع  ند  راسة التقارب  لى تجالاخ ت لقة  الل نع  القطر

 مبرهنة تايلور وحدّ الباقي 2.4 
 : لدكما  𝑛)لدّ التطع النات   ن قطم المتتلتلة(  ند الرتبة   باقي تايلوريُعرَّف 

𝑅𝑛(𝑥; 𝑎) = 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥; 𝑎). 
 

صـــي ة تن قعثرها اسةةةةتعمالا  لد اةةةةبق التطع  .اةةةة   ا للباقد تحت اةةةةرون ااةةةةتقا  تناسةةةةبة  مبرهنة تايلوروتقدم 
𝑛قابلة للااتقا  لتى الرتبة  𝑓:   ا كانت لاغرانج للباقي +  :ةحيد 𝑥و 𝑎بين  𝑐ل لهناك  د  𝑥و 𝑎 لى لترة تحتوي  1

𝑅𝑛(𝑥; 𝑎) =
𝑓(𝑛+1)(𝑐)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛+1. 
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 ةحيد 𝑀لإ ا وُجد  .وتُتتنت  تنها تباارة  لدو   لوية  مل ة للتطع

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝜉) ∣≤ 𝑀لكل 𝜉 ∈ 𝐼 

 
 

 :ل لإن𝑥و 𝑎لترة تحتوي  𝐼ليد 

∣ 𝑅𝑛(𝑥; 𝑎) ∣≤
𝑀

(𝑛 + 1)!
∣ 𝑥 − 𝑎 ∣𝑛+1. 

 

ل وسةةةةةةةةةةلوك المشةةةةةةةةةةتقة العل ا للدالةل  𝑎 ن  𝑥ل وتُعد النقطة 𝑛وتُظهر هذه المتبا نة العلاقة البنيوية بين: رتبة القطم  
 ,Faires, & Burden) وهد العلاقةة التد تُبنى  ليهةا تقةد راخ التطةع  لى المجةال لد الأجزاء التطب   ةة تن الةدراسةةةةةةةةةةةةةةةة

2016). 

 الدراسات السابقة 5.2
تن الدراسةاخ الحد ثة تواةوو اسةتتدام تتتةلتةلاخ تا لور والمتتةلتةلاخ اللانهائ ة لد التحليل العد ي تناولت  د   

وف ما يعتد  رض  .وتقري  الحلولل سةةةةةةةواء لد سةةةةةةة ا  المعا لاخ التفااةةةةةةةل ة قو لد لتةةةةةةةاب الدوال الابتدائ ة ة فاءة  ال ة
 :توجز لأه  هذه الدراساخ  اخ العلة ةمواوو هذه الورقة

 (Almajbri, Mohammed, & Abu-amr, 2024) وآخرين Almajbri دراسة .1

قدّتت هذه الدراسةةةةة تراجعة تحليل ة لعد  تن الأسةةةةالي  العد ية المتةةةةتتدتة لد لل تعا لة ريّ اتد الترت ا ةل تم  
اسةةةتعرض البالثون  .وتوسةةةعاخ تا لور (Adomian Decomposition Method) التركيز  لى طريقة التحليل ةع وت ان

لعةةةة م المتتلفة للحلول التقريب ة وتيّنوا ك   يم ن تمثيل الحلول لد اةةةةورة سةةةةلاسةةةةل لا نهائ ةل كما قجروا تقارناخ  د ية  ا
وقعةدخ النتةائ  قهم ةة التكةاتةل بين   .بين الحلول التقريب ةة والحلول التحليل ةة الةد  قةة ةةاسةةةةةةةةةةةةةةتتةدام الجةداول والرسةةةةةةةةةةةةةةوم الب ةان ةة

تا لور( وتين الطر  العد ية الحد ثة لد تحتةين  قة الحلول وتعرلة سةلوك التطع لد تنهج اخ التةلاسةل )وتنها تتتةلتةلاخ 
 .المتائل اللالط ة

 (2016دراسة الشقماني ورفيدة )الشقماني ورفيدة،  .2

اهتمت هذه الدراسةةةةةةةةةة ةعرض  د  تن الطر  العد ية لحل تنظوتة تن المعا لاخ التفااةةةةةةةةةل ة العا يةل تن بينها  
وقد بيّنت البالثتان قن طريقة تا لور تمثّل الأسةةةةةةةةةةاع النظري لعد  تن  .وطريقة قويلر وتعض التعد لاخ  ليهاطريقة تا لور 

  .التوارنت اخ العد يةل اير قنّ اسةةةةةتتداتها المبااةةةةةر قد يعةةةةةطدم ةعةةةةةعوتاخ  مل ة تتعلق ةحتةةةةةاب المشةةةةةتقاخ العل ا للدالة 
وقدتت الدراسةةةةةةةة تقارناخ  د ية بين الطر  المتتلفة تن ليد الدقة والتكلفة الحتةةةةةةةاب ةل تما قبرن تدش الحاجة  لى تواننة 
 د  لدو  تتتةةةلتةةةلة تا لور تم لج  التطع النات ل وهو تا  تقاطم تم تواةةةوو هذه الورقة لد تحليل لدو  التطع لتقريباخ 

 .تا لور  لى تجالاخ تحد ة
 (D’Amore et al., 2013) وآخرين D’Amore دراسة .3

تناولت هذه الدراسةة تحليل ق اء التوارنت اخ المتةتتدتة لد لتةاب تعاتلاخ تتتةلتةلاخ تا لور كما هد تطبّقة  
ركّز البالثون   .(Automatic Differentiation) المعتمدة  لى قسةلوب الااةتقا  ايلد  TADIFF لد الحزتة البرتج ة

ابد والزتند لحتةةةةةةةاب  د  كبير تن تعاتلاخ تا لورل  لى جان  تحليل انتشةةةةةةةار قلطاء التقري   لى  راسةةةةةةةة التعقيد الحتةةةةةةة
الةتةنةفةيةةةةةةةذ قطةنةةةةةةةاء  تةةةةةةةا ةلةور  .الةعشةةةةةةةةةةةةةةري  بةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة  لتةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةاب  يةُعةرف  تةةةةةةةا  ولةق  الةحتةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةاب  تةنةظة ة   قن  الةنةتةةةةةةةائة    وقظةهةرخ 
» (Taylor arithmetic)  هذه الدراسةةةةةة  وتد     .يم ن قن  ولّر طريقة لعّالة لحتةةةةةاب تعاتلاخ المتتةةةةةلتةةةةةلاخ بدقة  ال ة
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قهم ة الجان  التوارنتد لد لتةةةاب لدو  تتتةةةلتةةةلاخ تا لورل وهو تا  تكاتل تم اهتمام هذه الورقة بتقد ر التطع المرتبق 
 .بهذه الحدو   لى المتتوش النظري والعد ي

 
 

 Bakas (Bakas, 2024) دراسة .4

 High Arithmetic)  ال ةتبحد هذه الدراسةةةةةةةة لد اسةةةةةةةتتدام كثيراخ لدو  تا لور المحتةةةةةةةوتة بدقة لتةةةةةةةاب ة  

Precision)  بوافها تقرِّتاخ ااتلة  (Universal Approximators) وقد قوا     .لمجمو ة واسعة تن المتائل العد ية
ة التمثيةةةل العةةةد ي للمعةةةاتلاخ وال   ل يم ن لكثيراخ لةةةدو  تةةةا لور قن تقوم ةةةةع وار تتعةةةد ةل تثةةةل   ه  نةةةد رلم  قةةةّ المؤل  قنةةةّ

كما  .الاسةةةةت فاءل والتنبؤل والتفااةةةةلل والتكاتلل ولل المعا لاخ التفااةةةةل ة العا ية والجزئ ةل بل والمتةةةةا دة لد تعرّف النظ 
ل تبيّنة قن كثير ا تن اةةعوتاخ التقري  تعو   (Runge phenomenon) عرولة تثل ظاهرة رون هناقشةةت الدراسةةة ظواهر ت

وتؤكةد هةذه النتةائ  الةدور المحوري    . لى تحةدو يةة  قةة الأ ةدا  العةائمةة قعثر تن كونهةا  يبة ا جوهرية ا لد تنه  تةا لور نفتةةةةةةةةةةةةةةه
ل وهو تا تركز  ل ه هذه الورقة ةالنتبة لبعض الدوال  لكثيراخ لدو  تا لور لد التقري  تم ارورة له  سلوك التطع ولدو ه

 .الأساس ة ولد  طار  قة  د ية تقليدية

 Chen (Chen, 2015) دراسة .5

اقترلت هذه الدراسةةةة طريقة تعتمد  لى تتتةةةلتةةةلاخ تا لور تن رت   ل ا للحتةةةاب الك ء للدوال الابتدائ ة )تثل   
ا تمدخ المنهج ة  لى تقتةةةةةةةةة   المجال  لى قجزاء   .لد التطب قاخ الحاسةةةةةةةةةوت ة  الدالة الأسةةةةةةةةة ة والدوال المثلث ة واللوااريتم ة(

لرع ة وتقري  كل جزء ة ثير لدو  تا لور تناسةة ل تم الاسةةتفا ة تن جداول ةحد للمعاتلاخ بهدف تقليل الع ء التتزيند  
تةتوش الدقة المطلوب لد العتا  وركّزخ الدراسةة  لى تحليل التطع النات   ن هذه التقريباخ واةبطه ةما يحقق ت  .والحتةابد
وتبرن هذه النتائ  اات اناخ العمل ة الكبيرة لتوسةعاخ تا لور لد لتةاب الدوال الأسةاسة ة ة فاءةل وهو تا  توالق   .الحاسةوتد

 .تم هدف هذه الورقة لد  راسة  قة تقري   د  تن هذه الدوال وتحليل لدو  التطع المرتبطة بها  لى تجالاخ تحد ة
 الدراسة ونطاقها منهجية .1

تعتمد الدراسةة  لى اةق تحليلد  تضةمن اة ااة المتتةلتةلاخل وتناقشةة التقاربل وتقد ر التطع ةاسةتتدام الباقدل  
ق لتوطيق التةةةلوك التقريبد  بر جداول     تتتارة ورسةةةوم تحدو ة وتنحعةةةر الدراسةةةة لد  وال قسةةةاسةةة ة    .واةةةق  د ي تبتةةةّ

ln (1تحةد ة وتجةالاخ قريبةة تن نقطةة التوسةةةةةةةةةةةةةةمل تم ترا ةاة قيو  الةدوال  اخ تجةال تعري  تحةدو  تثةل   + 𝑥) ل و ون
 .التوسم  لى تقارناخ واسعة تم طرائق تقري  قلرش 

 بناء التقريبات للدوال المختارة  .2

لتةةةةةةلاخ تا لور للدوال المتتارةل و ل   بر تحد د نقطة  هدف هذا القتةةةةةة   لى تثبيت  نااةةةةةةر بناء التقري  ةمتتةةةةةة
التد ستُتتتدم  𝑇𝑛(𝑥)التوسمل والت ار تجمو ة  وال تمثيل ةل وتعيين تجالاخ الدراسةل ط  ا ااة كثيراخ الحدو  الجزئ ة 

لضةةةةبق النظري للباقد ويُرا ى قن تكون هذه الالت اراخ تتتةةةةقة تم تتطلباخ ا  .لالق ا لد تحليل التقارب وتقد ر لدو  التطع
 .وتم قابل ة التحقق العد ي  بر     تمثلة  الل المجالاخ المحد ة

 نقطة التوسع وصياغة كثيرات الحدود الجزئية 4.1 

𝑎تعتمد الدراسةةة نقطة توسةةم طابتة هد  = ل وتن ط  تُتةةتتدم تتتةةلتةةلاخ تاعلورين بواةةفها الحالة التااةةة تن 0
 :ةالع  ة 𝑓للدالة  𝑛رة لدو  تاعلورين تن الرتبة و ل ه تُعرَّف كثي .تتتلتلة تا لور
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𝑇𝑛(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 𝑥𝑘 . 

 

الرتبةةةةةة    𝑇𝑛(𝑥)ويمثةةةةةل   القطم  نةةةةةد  قطر  يُقةةةةةاع  بينمةةةةةا  العةةةةةةةةةةةةةةفرل  للةةةةةدالةةةةةة قرب  تحل ةةةةةا  البةةةةةاقد 𝑛تقريبةةةةةا   بر 
𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥)   الةةةةةةةةةةةتةةةةةةةةةةةطةةةةةةةةةةةع تةةةةةةةةةةةحةةةةةةةةةةةلةةةةةةةةةةةيةةةةةةةةةةةل  اةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةمةةةةةةةةةةةن  ا  لالةةةةةةةةةةةقةةةةةةةةةةة  عةةةةةةةةةةةالةةةةةةةةةةة   سةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة ةةةةةةةةةةةُ  الةةةةةةةةةةةذي 

(Apostol, 1967). 

 اختيار الدوال المدروسة ومبررات الاختيار 4.2
تُتتار الدوال ةحيد تمثل قنماط ا تتتلفة تن سةةلوك تتتةةلتةةلاخ تا لور تن ليد نطا  التقاربل ولد الوقت نفتةةه  

 :بناء   لى  ل  تعتمد الدراسة الدوال ايت ة .تظل تن الدوال الأساس ة الأعثر لضور ا لد التحليل والتطب قاخ

1. 𝑓1(𝑥) = 𝑒𝑥 

2. 𝑓2(𝑥) = sin 𝑥 

3. 𝑓3(𝑥) = cos 𝑥 

4. 𝑓4(𝑥) = ln (1 + 𝑥) 

sinل 𝑒𝑥تمثل الدوال   𝑥 لcos 𝑥 ا لمتتةةةةةةةةةةةلتةةةةةةةةةةةلاخ قوش  اخ تقارب  لى جم م الأ دا  الح    ةل لد لين نمو ج 
ln (1تمثل   + 𝑥)    ا لمتتةلتةلة  اخ نعة  قطر تقارب تحدو  يعتمد  لى قرب المجال تن النقطة 𝑥نمو ج  = ليد  1−

 اخ تعنى بين  (ل  ت   هذا التبا ن  جراء تقارنة2019تقم تفر ة الدالة  ند التوسةةةةةةةةةم لول العةةةةةةةةةفر )لزيداند وقبواةةةةةةةةةحمةل 
 .سر ة التقارب ولدو  التطع امن تجالاخ تحد ة

 تعيين مجالات الدراسة 4.3 

(  ت ان ة  2( الانتماء  لى نطا  التقارب المناسةةة  لمتتةةةلتةةةلة تاعلورينل و)1تُحد  المجالاخ ةما يحقق اةةةرطين: )
 .ااتقا  لدو  لطع تولدة  لى المجال  بر التح   لد     المشتقاخ العل ا

sinل 𝑒𝑥ال للدو  • 𝑥 لcos 𝑥يُعتمد المجال: 

𝐷1 = [−1, 1]. 
 

 لى  قة التقري   لى تجال كاتل 𝑛وهو تجال تتناظر لول نقطة التوسةمل ويُعد تناسةب ا اظهار قطر نيا ة الرتبة 
 . ون استد اء     ةعيدة  ن العفر

ln (1للدالة  • + 𝑥) يُعتمد المجال: 

𝐷2 = [−0.75, 0.75]. 
 

∣ويُتتار هذا المجال  الل نطا   𝑥 ∣< لضةةةةةةمان اتتةةةةةةا  المتتةةةةةةلتةةةةةةلة تم تنطقة التقاربل  اةةةةةةالة  لى تجن  1
𝑥الاقتراب الشد د تن  =  .(1989ليد تتعطر تقد راخ الباقد سلب ا ةتب  سلوك المشتقاخ العل ا )توريل  1−

 صياغة متسلسلات ماكلورين للدوال المختارة 4.4
 :تُبنى تتتلتلاخ تاعلورين للدوال المدروسة  لى النحو ايتد

 𝒆𝒙الدالة الأسية  4.4.1

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

, 𝑇𝑛
(𝑒)

(𝑥) = ∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

. 
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(Apostol, 1967) 
 

𝐬𝐢𝐧الدالة  4.4.2 𝒙 

 
(Apostol, 1967) 

𝐜𝐨𝐬الدالة  4.4.3 𝒙 

cos 𝑥 = ∑(−1

∞

𝑘=0

)𝑘
𝑥2𝑘

(2𝑘)!
, 𝑇𝑛

(sin )
(𝑥) = ∑ (−1

𝑘≥0
2𝑘≤𝑛

)𝑘
𝑥2𝑘

(2𝑘)!
. 

 

(Apostol, 1967) 
𝐥𝐧 (𝟏الدالة  4.4.4 + 𝒙) 

∣لة  𝑥 ∣< 1: 

ln (1 + 𝑥) = ∑(−1

∞

𝑘=1

)𝑘+1
𝑥𝑘

𝑘
, 𝑇𝑛

(𝑖𝑛)
(𝑥) = ∑(−1

𝑛

𝑘=1

)𝑘+1
𝑥𝑘

𝑘
. 

 

(Rudin, 1976) 

 رتب القطع المعتمدة وآلية المقارنة 4.5

لتوليد المقارنة بين الدوال تم الحفاظ  لى  د  تحدو  تن الحالاخل تعتمد الدراسةةةةةةةةةة تجمو ة رت  قطم تحد ةل 
 : لى الدقة 𝑛ةحيد تُظهر الأطر التدريجد لزيا ة 

sinل 𝑒𝑥للدوال  • 𝑥 لln (1 + 𝑥): 

𝒩 = {1, 3, 5, 7, 9}. 
 

cosوللدالة  • 𝑥تُتتتدم الرت  الزوج ة المقابلة: 

𝒩cos = {0, 2, 4, 6, 8}, 
 

و ل  لأن لدو  تتتةةةلتةةةلتها اير العةةةفرية تقم  ند قسةةةس نوج ة لققل تما يضةةةمن تقارنة تتتةةةقة تن ليد  د   
 .الحدو  الفعل ة الداللة لد التقري 

 نقاط التقييم المستخدمة في التحقق العددي 4.6

 :والتطع 𝑇𝑛(𝑥)و𝑓(𝑥)يُعتمد  د  تحدو  تن نقان التقي    الل كل تجالل ويُحت   ندها 

𝐸𝑛(𝑥) =∣ 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) ∣. 
 

𝐷1 لى المجال  • = [−1,1]: 

𝑥 ∈ {−1,  − 0.5, 0, 0.5, 1}. 
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𝐷2 لى المجال  • = [−0.75,0.75]: 

𝑥 ∈ {−0.75,  − 0.5, 0, 0.5, 0.75}. 
 

لالق ا لمقارنة سلوك التطع الفعلد ةحدو  التطع النظرية المتتنتجة تن ا  ة الباقد امن وتُتتتدم ال    الناتجة  
 .تحليل التطع  لى المجالاخ المحد ة

 تحليل التقارب نظريًا .3

( نحو الدوال الأاةةةةةةةةةةل ة  لى (5)  )المعرّلة لد القتةةةةةةةةةة  𝑇𝑛(𝑥) تناول هذا القتةةةةةةةةةة  تقارب كثيراخ الحدو  الجزئ ة  
ويُركَّز هنةةا  لى  طبةةاخ تحقق التقةةارب النقطد  لى تلةة  المجةةالاخل تم ب ةةان تحقق التقةةارب    .𝐷2و  𝐷1المجةةالاخ المحةةد ة  

ا  لى لعةةةةائا تتتةةةةلتةةةةلاخ القوش والتبار لا راةةةةتراع للتقارب المنتظ   لى المجالاخ  المنتظ  ليثما قت نل و ل  ا تما  
 .الم لقة  الل تجال التقارب

 إطار التحليل وأهدافه 5.1

بواةةةفها تجات م جزئ ة لمتتةةةلتةةةلة   {𝑇𝑛}(ل تُعرَّف تتتال ة التقريباخ 5ن الدوال المتتارة لد القتةةة  )ت 𝑓لكل  الة  
 :و ل ه  ت  ةحد المتعلتين ايتيتين  لى المجالاخ المعتمدة .𝑓تاعلورين المرتبطة بة

𝑇𝑛(𝑥)التحقق تن قن التقارب النقطي:   .1 → 𝑓(𝑥)  لكل 𝑥لد المجال المعند. 

sup 𝑥∈𝐷التحقق تن قن  التقـارب المنتظم:  .2 ∣ 𝑇𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∣→  نةدتةا ي ون  لة  تم نة ال لأن  𝐷 لى المجةال  0
ا لد التطع  لى المجال  .(Bartle & Sherbert, 2011) هذا النمق يضمن تح م ا تولد 

𝒆𝒙 ،𝐬𝐢𝐧تقارب متسلسلات  5.2  𝒙 ،𝐜𝐨𝐬 𝒙  على𝑫𝟏 = [−𝟏, 𝟏] 
sinل 𝑒𝑥تُعد تتتلتلاخ تاعلورين للدوال   𝑥 لcos 𝑥  تتتلتلاخ قوش  اخ نع  قطر تقارب لا نهائدإ قي  نها

ا( لكةل   𝑥تتقةارب )تطلقة  ∈ ℝ(Apostol, 1967).   ول رض الةدراسةةةةةةةةةةةةةةةة ي فد  طبةاخ التقةارب المنتظ   لى المجةال الم لق
𝐷1 = [−1,1]. 

 𝒆𝒙الدالة الأسية  5.2.1

𝑥لة  ∈  :ي ون [1,1−]

∣
𝑥𝑘

𝑘!
∣≤

1

𝑘!
. 

 

∑وتما قن  
1

𝑘!

∞

𝑘=0
𝑒𝑥تتتةةةةلتةةةةلة تتقارتةل لإن التبار لا راةةةةتراع يضةةةةمن قن تتتةةةةلتةةةةلة  = ∑

𝑥𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0
تتقارب  

 وتن ط  لإن المجات م الجزئ ة . 𝐷1(Bartle & Sherbert, 2011) لى  تقاربًا منتظمًا

𝑇𝑛
(𝑒)

(𝑥) = ∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

 

 

𝑥ل وتالألا تقارت ا نقط  ا لكل 𝐷1تقارت ا تنتظم ا  لى 𝑒𝑥تتقارب  لى  ∈ 𝐷1. 

𝐬𝐢𝐧الدالة  5.2.2 𝒙 

sin 𝑥لمجات م   = ∑ (−1
∞

𝑘=0
)𝑘 𝑥2𝑘+1

(2𝑘+1)!
𝑥ل ولة  ∈  :نحعل  لى[1,1−]

∣
𝑥2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
∣≤

1

(2𝑘 + 1)!
. 
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∑وتما قن  
1

(2𝑘+1)!

∞

𝑘=0
 ,Rudin)  ةالتبار لا راةةةةتراع𝐷1تتقارتةل لإن المتتةةةةلتةةةةلة تتقارب تقارت ا تنتظم ا  لى  

 :وتالتالد .(1976

𝑇𝑛
(sin )

(𝑥) → sin 𝑥  لى  ةانتظام  𝐷1. 

 

𝐜𝐨𝐬الدالة  5.2.3  𝒙 

cos 𝑥وتالمثل لمتتلتلة  = ∑ (−1
∞

𝑘=0
)𝑘 𝑥2𝑘

(2𝑘)!
𝑥ل ولة  ∈ [−1,1]: 

∣
𝑥2𝑘

(2𝑘)!
∣≤

1

(2𝑘)!
. 

 

∑وتم تقارب  
1

(2𝑘)!

∞

𝑘=0
cosل نتتنت  قن تتتلتلة  𝑥  لى  تقاربًا منتظمًاتتقارب 𝐷1 ل وتن ط: 

𝑇𝑛
(cos )

(𝑥) → cos 𝑥 لى  ةانتظام  𝐷1 

 

 .(2006إ جه مةل 1981)ةارتلل 

sinل 𝑒𝑥تتحقق لكل تن : 5.2خلاصة  𝑥 لcos 𝑥  لى 𝐷1 نت جتان قساسيتان: 
• 𝑇𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) لكل   نقطيًا𝑥 ∈ 𝐷1. 

• 𝑇𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥) لى   بانتظام 𝐷1ا نظري ا للضبق المولد للتطع  لى المجال  .ل وهو تا  ولر قساس 

𝐥𝐧 (𝟏تقارب متسلسلة  5.3  + 𝒙)  على𝑫𝟐 = [−𝟎. 𝟕𝟓, 𝟎. 𝟕𝟓] 
ln (1تُعطى تتتلتلة تاعلورين للدالة  + 𝑥) بة: 

ln (1 + 𝑥) = ∑(−1

∞

𝑘=1

)𝑘+1
𝑥𝑘

𝑘
∣ لة, 𝑥 ∣< 1 

 

(Rudin, 1976).    المتتةةةةةار المجةةةةةال  قن  𝐷2وتمةةةةةا  = ∣يقم  الةةةةةل  [0.75,0.75−] 𝑥 ∣< تقةةةةةارب 1 لةةةةةإن  ل 
 .المتتلتلة  ل ه يم ن ابطه  لى نحو تنتظ 

𝑥لة  ∈ 𝐷2  ام𝑟 =  :ل لنحعل  لى0.75

∣
𝑥𝑘

𝑘
∣≤

𝑟𝑘

𝑘
≤ 𝑟𝑘. 

 

الةةةةةةةهةةةةةةةنةةةةةةةدسةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة ةةةةةةةة   الةةةةةةةمةةةةةةةتتةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةلتةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةلةةةةةةةة  قن  ∑وتةةةةةةةمةةةةةةةا  𝑟𝑘∞

𝑘=1
0تةةةةةةةتةةةةةةةقةةةةةةةارتةةةةةةةة  ةةةةةةةنةةةةةةةدتةةةةةةةا   < 𝑟 <  ل 1

ln (1ة  لإن التبار لا راةتراع يعطد قن تتتةلتةل + 𝑥)   لى   تقاربًا منتظمًاتتقارب 𝐷2(Bartle & Sherbert, 2011) 

 :و ل ه .

𝑇𝑛

(ln⁡ )
(𝑥) = ∑(−1

𝑛

𝑘=1

)𝑘+1
𝑥𝑘

𝑘
     ⟶     ln (1 + 𝑥) لى  ةانتظام  𝐷2. 

 

∣وتن المه  التنب ه  لى قن تقييد المجال  الل   𝑥 ∣< ل س  جراء  ا ل  ال بل يع س الطب عة التحليل ة للمتتلتلة:  1
𝑥لهد لا تتقارب  ند  = 𝑥)ليد تعةةب  سةةلتةةلة توال  ة اير تتقارتة(ل بينما تتقارب  ند  1− = ln لى   1 ولق تقارب   2
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النظري تم التطبيق  الل  ائرة التقارب لضةةمان اتتةةا  التحليل  𝐷2ولذل  ت  ا تما   .(Rudin, 1976)  تتتةةلتةةلة تتناوتة
 .اللالق

 نتائج التقارب المعتمدة في الدراسة 5.4 
ا للأقتام اللالقة ا  لى تا سبقل تعتمد الدراسة النتائ  ايت ة بوافها قساس   :استنا  

𝐷1 لى  .1 = [−1,1]: 

𝑇𝑛
(𝑒)

(𝑥) → 𝑒𝑥, 𝑇𝑛
(sin )

(𝑥) → sin 𝑥, 𝑇𝑛
(𝑐𝑜𝑠)

(𝑥) → cos 𝑥 ةانتظام. 
 

𝐷2 لى  .2 = [−0.75,0.75]: 

𝑇𝑛
(𝑖𝑛)

(𝑥) → ln (1 + 𝑥) ةانتظام 
 

وتُتةةتتدم هذه النتائ  لالق ا لتبرير  راسةةة التطع  لى المجالاخ ةعةة اااخ تولّدةل ولرتق التةةلوك النظري للتقارب  
 .ةالمشاهداخ العد ية امن نقان التقي   المعتمدة

 تحليل الخطأ وحدوده .6
ل وتناء لدو   لوية 𝑛ت   ن قطم تتتةةةلتةةةلة تاعلورين  ند رتبة تحد ة  ركّز هذا القتةةة   لى تواةةة   التطع النا

 ةالفر   𝑥ويُعرّف التطع  ند النقطة  . 𝐷2و𝐷1  له  لى المجالاخ المعتمدة 

𝐸𝑛(𝑥) =∣ 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) ∣=∣ 𝑅𝑛(𝑥) ∣, 
 

ا  لى اةةةةةةةةة  ة لااران  للباقدل ط  تُحوّل  لى لدو    .هو ةاقد تا لور 𝑅𝑛(𝑥)ليد  تُشةةةةةةةةةتق الحدو  العلوية ا تما  
 . لى المجال المدروع(𝑛+1)االحة  لى المجال  بر تقد ر  ظمى المشتقة 

 الصي ة العامة لحدّ الخطأ على مجال 6.1 

𝑛قابلة للااةةةتقا  لتى الرتبة    𝑓  ا كانت   + ل لإن اةةة  ة لااران  للباقد تعطد وجو  𝑥و 0 لى لترة تحتوي  1
𝑐 و0بين𝑥 ةحيد 

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝑐)

(𝑛 + 1)!
 𝑥  𝑛+1. 

 

 يحقق 𝑀𝑛+1(𝐷)يحتوي العفرل وت ا وُجد طابت  𝐷وتن ط  لأي تجال ت لق  

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ∣≤ 𝑀𝑛+1(𝐷)∀ 𝑡 ∈ 𝐷, 
 

𝑥لإنه لكل  ∈ 𝐷: 

∣ 𝑅𝑛(𝑥) ∣≤
𝑀𝑛+1(𝐷)

(𝑛 + 1)!
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1≤

𝑀𝑛+1(𝐷)

(𝑛 + 1)!
 𝜌 𝑛+1, 𝜌 = max 

𝑥∈𝐷
∣ 𝑥 ∣. 

 

 .لتقدي  لدو  لطع تولّدة قابلة للمقارنة بين الدوال 𝐷2و𝐷1تُتتتدم هذه المتبا نة لالق ا  لى 

𝑫𝟏على 𝒆𝒙حدود الخطأ للدالة الأسية  6.2 = [−𝟏, 𝟏] 
𝑓(𝑥)لدالة  = 𝑒𝑥  لد نا𝑓(𝑛+1)(𝑥) = 𝑒𝑥.  لى المجال 𝐷1 تحقق : 

max 
𝑡∈[−1,1]

𝑒𝑡 = 𝑒. 
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 :وتتطبيق ا  ة الباقد

∣ 𝑅𝑛
(𝑒)

(𝑥) ∣≤
𝑒

(𝑛 + 1)!
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1≤

𝑒

(𝑛 + 1)!
, 𝑥 ∈ [−1,1]. 

 

ا للتطع  لى المجالل ويتناقا سةةةريع ا تم نيا ة   𝑛)ةتةةةب  وجو  العاتل  𝑛 ولّر هذا الحد تقد ر ا تولّد  + لد  !(1
 .المقام

𝐬𝐢𝐧حدود الخطأ للدالتين   6.3 𝒙  و𝐜𝐨𝐬 𝒙  على𝑫𝟏 = [−𝟏, 𝟏] 

𝐬𝐢𝐧الدالة  6.3.1 𝒙 

sinتشتقاخ   𝑥   تتناوب بين±sin 𝑥 و±cos 𝑥 ل ولذل: 

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ∣≤ 1∀𝑡 ∈ ℝ. 
 

 :𝐷1وتن ط   لى 

∣ 𝑅𝑛
(sin )

(𝑥) ∣≤
1

(𝑛 + 1)!
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1≤

1

(𝑛 + 1)!
, 𝑥 ∈ [−1,1]. 

 

𝐜𝐨𝐬الدالة  6.3.2  𝒙 

cosوتالطريقة نفتها لأن تشتقاخ   𝑥  تتناوب بين±cos 𝑥 و±sin 𝑥ل لإن: 

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝑡) ∣≤ 1∀𝑡 ∈ ℝ, 
 

 :𝐷1وتالتالد  لى 

∣ 𝑅𝑛
(cos )

(𝑥) ∣≤
1

(𝑛 + 1)!
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1≤

1

(𝑛 + 1)!
, 𝑥 ∈ [−1,1]. 

 

ل لإن لد الباقد  ( cosونوج ة لةةةةةةة   sinتلالظة تطب   ة:  ند الت ار رت  قطم توالق طب عة المتتلتلة )لر ية لةةةةةةة
 .(5) تتاوي ا لدرجة كثيرة الحدو  المعتمدة لد القت 𝑛يظل يعلذ الش ل العام ق لاه تم 

𝐥𝐧 (𝟏حدود الخطأ للدالة   6.4  + 𝒙)  على𝑫𝟐 = [−𝟎. 𝟕𝟓, 𝟎. 𝟕𝟓] 

𝑓(𝑥)للدالة  = ln (1 + 𝑥)  تكون المشتقاخ تن الرتبة𝑚 ≥ 1: 

𝑓(𝑚)(𝑥) = (−1)𝑚−1
(𝑚 − 1)!

(1+𝑥)𝑚 . 

 

 :و ل ه

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝑥) ∣=
𝑛!

(1+𝑥)𝑛+1 . 

 

𝐷2 لى المجال  = 1قا ر   مة لة [0.75,0.75−] + 𝑥  1هد − 0.75 =  :ل وتن ط 0.25

∣ 𝑓(𝑛+1)(𝑥) ∣≤
𝑛!

(0.25)𝑛+1
= 𝑛!  4 𝑛+1. 

 

 :وتتطبيق ا  ة الباقد
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∣ 𝑅𝑛
(𝑖𝑛)

(𝑥) ∣≤
𝑛!  4𝑛+1

(𝑛 + 1)!
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1=

4𝑛+1

𝑛 + 1
  ∣ 𝑥 ∣ 𝑛+1. 

 

∣وتما قن  𝑥 ∣≤  : نت  لد تولّدل 𝐷2 لى  0.75

∣ 𝑅𝑛
(𝑖𝑛)

(𝑥) ∣≤
4𝑛+1

𝑛 + 1
 (0.75)𝑛+1 =

3𝑛+1

𝑛 + 1
, 𝑥 ∈ [−0.75,0.75]. 

 
تفتةةير الحد: هذا الحد تولّد  لى المجال لكنه تحال إ    يعتمد  لى تقد ر  لوي للمشةةتقاخ  ند ققرب نقطة  لى  

وتُظهر  .ل    القريبة تن العةةةةةفرورا  قنه يضةةةةةمن الضةةةةةبقل لقد ي ون قعبر تن التطع الفعلد لااةةةةةة  ل  . الل المجال 1−
 .المقارنة العد ية لالق ا الفجوة المتوقعة بين الحد النظري والتطع المحتوب

 حدود موحّدة مقارنة حسب الدالة والمجال 6.5 
 :تلتا الحدو  المولدة التاةقة  لى المجالاخ المعتمدة كما يعتد

𝐷1 لى  • = [−1,1]: 

∣ 𝑅𝑛
(𝑒)

(𝑥) ∣≤
𝑒

(𝑛 + 1)!
, ∣ 𝑅𝑛

(sin )
(𝑥) ∣≤

1

(𝑛 + 1)!
, ∣ 𝑅𝑛

(cos )
(𝑥) ∣≤

1

(𝑛 + 1)!
. 

 

𝐷2 لى  • = [−0.75,0.75]: 

∣ 𝑅𝑛
(𝑖𝑛)

(𝑥) ∣≤
3𝑛+1

𝑛 + 1
. 

 

وتُتةةةةةتتدم هذه الحدو  لد القتةةةةة  اللالق لمقارنة تقدار الضةةةةةمان النظري تم ال    العد ية للتطع  ند نقان التقي   
 .المعتمدة

 النتائج والتحقق العددي والمناقشة .7
للدوال المتتارة  لى المجالاخ المعتمدة لد  𝑇𝑛(𝑥)يعرض هذا القتةةةةةةةةةةةةة  نتائ  التحقق العد ي لتقريباخ تاعلورين 

 (ل تم   اع  قة التقري   بر التطع5القت  )

𝐸𝑛(𝑥) =∣ 𝑓(𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) ∣. 

ا المؤار  ولأاراض المقارنة امن  طار نقان التقي  ل يُتتتدم قيض 

𝐸𝑛,max = max 
𝑥∈𝒳

𝐸𝑛(𝑥), 

 

دة    .تجمو ةةةة نقةةةان التقي   لكةةةل تجةةةال  𝒳ليةةةد    𝐵𝑛كةةةذلةةة  تُقةةةارن ال    العةةةد يةةةة للتطةةةع ةةةةالحةةةدو  العلويةةةة المولةةةَّ
 .( لكل  الة و لى تجالها7المتتنتجة لد القت  )

 إعدادات التحقق العددي ومؤشرات العرض 7.1 
 :ت  ا تما  نقان التقي   والرت  ولق تا يعتد

𝐷1 لى  • = sinل 𝑒𝑥للدوال [1,1−] 𝑥 لcos 𝑥: 

𝒳1 = {−1, −0.5,0,0.5,1}. 
 

𝐷2 لى  • = ln (1للدالة  [0.75,0.75−] + 𝑥): 

𝒳2 = {−0.75, −0.5,0,0.5,0.75}. 
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𝒩ا تمةةدخ الرتةة    = sinل  𝑒𝑥للةةدوال    {1,3,5,7,9} 𝑥  لln (1 + 𝑥)  ل وا تمةةدخ الرتةة  الزوج ةةة𝒩cos =

cosللدالة  {0,2,4,6,8} 𝑥  لدو  تتتلتلتهااتتاق ا تم. 

𝑫𝟏على  𝒆𝒙نتائج الدالة الأسية  7.2  = [−𝟏, 𝟏] 

اةةةةةةةةةةةةةةمن نقةان التقي    تحقق  نةد  𝐸𝑛,maxل وقن  𝑛( قن التطةع  تنةاقا ةتةةةةةةةةةةةةةةر ةة تم نيةا ة الرتبةة 1 بيّن جةدول )
𝑥 = ≥ 𝐸𝑛,maxعما تُظهر المقارنة قن  .1 𝐵𝑛  لجم م الرت ل ةما  تتق تم كون𝐵𝑛 ا  لى المجال ا  لوي ا تولد   .لد 

ةاستتدام كثيراخ  [1,1−] لى المجال  𝑒𝑥    التطع المطلق والحد العلوي النظري لد تقري  الدالة  : (1) الجدول
 .𝑛لدو  تاعلورين تن الرتبة 

𝑩𝒏 𝑬𝒏,𝐦𝐚𝐱  x=1 x=0.5 x=0 x=-0.5 x=-1 n 
 

1.359 7.183×10⁻¹ 7.183×10⁻¹ 1.487×10⁻¹ 0 1.065×10⁻¹ 3.679×10⁻¹ 1 

 

1.133×10⁻¹ 5.162×10⁻² 5.162×10⁻² 2.888×10⁻³ 0 2.364×10⁻³ 3.455×10⁻² 3 

3.775×10⁻³ 1.615×10⁻³ 1.615×10⁻³ 2.335×10⁻⁵ 0 2.024×10⁻⁵ 1.213×10⁻³ 5 

6.742×10⁻⁵ 2.786×10⁻⁵ 2.786×10⁻⁵ 1.025×10⁻⁷ 0 9.176×10⁻⁸ 2.230×10⁻⁵ 7 

7.491×10⁻⁷ 3.029×10⁻⁷ 3.029×10⁻⁷ 2.819×10⁻¹⁰ 0 2.574×10⁻¹⁰ 2.525×10⁻⁷ 9 

𝐬𝐢𝐧نتائج الدالتين   7.3 𝒙 و𝐜𝐨𝐬 𝒙  على𝑫𝟏 = [−𝟏, 𝟏] 
sinتظهر نتائ   𝑥 ( ا تنتظم ا للتطع تم نيا ة 2لد جدول اةةةةةةةمن نقان التقي       𝐸𝑛,maxل تم تمركز  𝑛( تناقعةةةةةةة 

∣ ند  𝑥 ∣= 𝐵𝑛عما  بقى الحدّ العلوي المولد  .1 =
1

(𝑛+1)!
 . بر جم م الرت  𝐸𝑛,maxق لى تن  

sin    التطةع المطلق والحةد العلوي النظري لد تقرية  الةدالةة  :  (2)  الجـدول 𝑥  ةةاسةةةةةةةةةةةةةةتتةدام [1,1−] لى المجةال
 .𝑛عثيراخ لدو  تاعلورين تن الرت  الفر ية 

𝑩𝒏 𝑬𝒏,𝐦𝐚𝐱  x=1 x=0.5 x=0 x=-0.5 x=-1 n 
1.359 7.183×10⁻¹ 7.183×10⁻¹ 1.487×10⁻¹ 0 1.065×10⁻¹ 3.679×10⁻¹ 1 

1.133×10⁻¹ 5.162×10⁻² 5.162×10⁻² 2.888×10⁻³ 0 2.364×10⁻³ 3.455×10⁻² 3 

3.775×10⁻³ 1.615×10⁻³ 1.615×10⁻³ 2.335×10⁻⁵ 0 2.024×10⁻⁵ 1.213×10⁻³ 5 

6.742×10⁻⁵ 2.786×10⁻⁵ 2.786×10⁻⁵ 1.025×10⁻⁷ 0 9.176×10⁻⁸ 2.230×10⁻⁵ 7 

7.491×10⁻⁷ 3.029×10⁻⁷ 3.029×10⁻⁷ 2.819×10⁻¹⁰ 0 2.574×10⁻¹⁰ 2.525×10⁻⁷ 9 

cosقتا ةالنتبة  لى   𝑥   0}لقد استُتدتت الرت  الزوج ة, 2, 4, 6, : انتفاض 3 وا  جدول )  .{8 ( نمط ا تماطلا 
 . 𝐸𝑛,maxق لى تن  𝐵𝑛تنتظ  للتطع تم نيا ة الرتبةل تم ةقاء الحد العلوي 

cos    التطع المطلق والحد العلوي النظري لد تقري  الدالة  : (3)  الجدول 𝑥  ةاسةةةةةةةةةةةةةتتدام  [1,1−] لى المجال
 .𝑛عثيراخ لدو  تاعلورين تن الرت  الزوج ة 

𝑩𝒏 𝑬𝒏,𝐦𝐚𝐱  x=1 x=0.5 x=0 x=-0.5 x=-1 n 
1 4.597×10⁻¹ 4.597×10⁻¹ 1.224×10⁻¹ 0 1.224×10⁻¹ 4.597×10⁻¹ 0 

1.667×10⁻¹ 4.030×10⁻² 4.030×10⁻² 2.583×10⁻³ 0 2.583×10⁻³ 4.030×10⁻² 2 

8.333×10⁻³ 1.364×10⁻³ 1.364×10⁻³ 2.160×10⁻⁵ 0 2.160×10⁻⁵ 1.364×10⁻³ 4 

1.984×10⁻⁴ 2.453×10⁻⁵ 2.453×10⁻⁵ 9.661×10⁻⁸ 0 9.661×10⁻⁸ 2.453×10⁻⁵ 6 

2.756×10⁻⁶ 2.735×10⁻⁷ 2.735×10⁻⁷ 2.686×10⁻¹⁰ 0 2.686×10⁻¹⁰ 2.735×10⁻⁷ 8 

𝐥𝐧 (𝟏نتائج الدالة  7.4 + 𝒙)  على𝑫𝟐 = [−𝟎. 𝟕𝟓, 𝟎. 𝟕𝟓] 
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( تنةاقا التطةع تم نيةا ة الرتبةة  لى نقةان التقي  ل تم ظهور  ةدم تمةاطةل بين الجهتين التةةةةةةةةةةةةةةةالبةة  4 بين جةدول )
𝑥والموجبةإ    تكون الألطاء  ند  = 𝑥قعبر تن الألطاء  ند 0.75− = كما يظهر قن الحدّ العلوي   .للرتبة نفتها0.75

𝐵𝑛المولد   =
3𝑛+1

𝑛+1
تحال   لى نحو وااةةةة إ لهو يضةةةةمن الضةةةةبق  لى المجال لكنه لا يمثل ( 6.4)المتةةةةتنت  لد القتةةةة  

 .تقدار التطع الفعلد امن نقان التقي  

الةةةةةةةدالةةةةةةةة  :  (4)  الجـــــدول تقريةةةةةةة   لد  النظري  العلوي  والحةةةةةةةد  المطلق  التطةةةةةةةع      ln (1 + 𝑥)  المجةةةةةةةال  لى 
 .𝑛ةاستتدام كثيراخ لدو  تاعلورين تن الرتبة [0.75,0.75−]

𝑩𝒏 𝑬𝒏,𝐦𝐚𝐱  x=1 x=0.5 x=0 x=-0.5 x=-1 n 
5×10⁻¹ 1.585×10⁻¹ 1.585×10⁻¹ 2.057×10⁻² 0 2.057×10⁻² 1.585×10⁻¹ 1 

4.167×10⁻² 8.138×10⁻³ 8.138×10⁻³ 2.589×10⁻⁴ 0 2.589×10⁻⁴ 8.138×10⁻³ 3 

1.389×10⁻³ 1.957×10⁻⁴ 1.957×10⁻⁴ 1.545×10⁻⁶ 0 1.545×10⁻⁶ 1.957×10⁻⁴ 5 

2.480×10⁻⁵ 2.731×10⁻⁶ 2.731×10⁻⁶ 5.370×10⁻⁹ 0 5.370×10⁻⁹ 2.731×10⁻⁶ 7 

2.756×10⁻⁷ 2.489×10⁻⁸ 2.489×10⁻⁸ 1.221×10⁻¹¹ 0 1.221×10⁻¹¹ 2.489×10⁻⁸ 9 

 

لعندتا   .يم ن اسةةةةةةةةةتتدام لدو  تعتمد  لى طب عة التةةةةةةةةةلتةةةةةةةةةلة نفتةةةةةةةةةها 𝐷2واسةةةةةةةةةنا  تفتةةةةةةةةةير سةةةةةةةةةلوك التطع  لى  
𝑥 ∈ ر التطع ةحد الحد التالدتكون المتتلتلة (0,1)  :تتناوتة ولدو ها تتناقا  لى العفرل وتن ط  يقدَّ

𝐸𝑛(𝑥) ≤
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
(0 < 𝑥 < 1), 

𝑥و ندتا  ∈  :يم ن تقد ر   ل التلتلة تقد ر ا  لوي ا  بر(1,0−)

𝐸𝑛(𝑥) ≤ ∑
∣ 𝑥 ∣𝑘

𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

≤
∣ 𝑥 ∣𝑛+1

(𝑛 + 1)(1−∣ 𝑥 ∣)
(∣ 𝑥 ∣< 1) 

(Rudin, 1976). . 

 التقارب وسلوك الخطأمناقشة سرعة  7.5

∣اعتمـاد الخطـأ على   .1 𝑥 𝐸𝑛(0)تُظهر النتةائ  قن  داخـل المجـال: ∣ = لجم م الةدوالل وقن التطةع  ز ا  نتةةةةةةةةةةةةةةب ة ا   0
∣ ند نقان   𝑥 𝑛الأعبر اةةةةمن المجالل وهو سةةةةلوك  تتةةةةق تم ا تما  بواقد تا لور  لى قوش تن رتبة  ∣ + لد 1

∣ 𝑥 ∣. 

𝑒𝑥 ،sinالـدوال   .2 𝑥  ،cos 𝑥    على𝐷1 : تتميز هةذه الةدوال بتنةاقا سةةةةةةةةةةةةةةريم للتطةع تم نيةا ة الرتبةةل ويظهر توالق
قاء التطع  ون الحد العلوي ( تن ليد ة6وااةةةةةةةة  بين ال    العد ية ولدو  التطع المولدة المشةةةةةةةةتقة لد القتةةةةةةةة  )

 . لى المجال

ln (1الـدالـة  .3 + 𝑥)   على𝐷2  :  تنةاقا التطةع  ةد يةا  تم نيةا ة 𝑛  اةةةةةةةةةةةةةةمن نقةان التقي  ل  لا قن الحةدّ المولةد𝐵𝑛 
  . لى المجال  تع  ةالمحالظة (𝑛+1)المتتنت   بر تعظ   تشتقة الرتبة 

 الخاتمة .8

𝑎الدوال الأساس ة ةاستتدام تتتلتلاخ تا لور )تاعلورين لول   رست هذه الدراسة تقري       د  تن  = ل تم 0
ل  𝑒𝑥وقةد ت  الت ةار الةدوال    .𝑛الجمم بين تحليةل التقةارب  لى تجةالاخ تحةد ة وتنةاء لةدو   لويةة لتطةع القطم  نةد رتبةة  

sin 𝑥 لcos 𝑥  لى المجةال 𝐷1 = ln (1ل والةدالةة  [1,1−] + 𝑥)    لى المجةال 𝐷2 = ا يضةةةةةةةةةةةةةةمن ةمة  [0.75,0.75−]
 .اتتا  تجال التعري  ونطا  التقارب تم قهداف التحليل
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نحو الةةدوال الأاةةةةةةةةةةةةةةل ةةة  لى   𝑇𝑛(𝑥)قظهر التحليةةل النظري تحقق التقةةارب المنتظ  لمجةةات م تةةاعلورين الجزئ ةةة  
ا ريااةةةةةة  ا للتح   المولد لد التطع  لى المجال ال اةةةةةة  ة كما قتاح اسةةةةةةتعم .المجالاخ المعتمدةل الأتر الذي  ولّر قسةةةةةةاسةةةةةة 

∣لااران  للباقد ااةةةةةةةةةةةةتقا  لدو   لوية للتطع تن العةةةةةةةةةةةةورة  𝑅𝑛(𝑥) ∣≤ 𝐵𝑛.   وقد اتتةةةةةةةةةةةةمت الحدو  المولدة للدوال𝑒𝑥 ل
sin 𝑥 لcos 𝑥    لى 𝐷1 ةفا ل ة وااةحة تن ليد التناقا التةريم تم نيا ة𝑛 نت جة ظهور العاتل(𝑛 + لد المقامل  !(1

لد المقابلل بيّنت لالة    .فاض سةةةةةةريم للألطاء لتى  ند رت  قطم تتوسةةةةةةطةوهو تا انع س لد نتائ  التحقق العد ي ةانت
ln (1 + 𝑥)   لى 𝐷2   قن الحد المولد المتةةةةةةةةةةةةتنت   بر تعظ   المشةةةةةةةةةةةةتقة تن الرتبة(𝑛+1)  لى المجال ي ون تحالظ ا 

𝑥بدرجة كبيرةل لأن تقد ر المشةةةةةةةةةتقاخ  تعطر ةالطرف التةةةةةةةةةال  للمجال القري  نتةةةةةةةةةب  ا تن نقطة التفر    = وقد   مت  .1−
النتائ  العد ية هذا الاسةتنتاج ةإظهار لجوة تلموسةة بين الحد المولد و    التطع الفعل ةل بينما قدتت لدو  تعتمد  لى بن ة 

الجزء الموج  المتناوب وتقد ر   ل التةلتةلة  لى الجزء التةال ( اةبط ا  لوي ا ققرب لتةلوك التطع  ند نقان   التةلتةلة ) لى
 .التقي  

تؤكد الدراسةةة قن تقري  تا لور لعّال  لى تجالاخ قريبة تن نقطة التوسةةم  ندتا تكون المشةةتقاخ العل ا تضةةبوطة 
وتتمثةل اتجةاهةاخ التطوير    .لان لةاسةةةةةةةةةةةةةةمةان لد تقي   توطو  ةة التقرية  لى المجةالل وقن الت ةار المجةال ونوو لةد التطةع  ةات

يه قو تشةةةةيب شةةةة  (ل و راسةةةةة قطر ت يير نقطة التوسةةةةم   لى سةةةةر ة  𝑎اللالقة لد تقارنة تا لور ةطرائق تقري  بد لة )تثل ةا ِّ
 . باقد قو تقد راخ تحل ة للمشتقاخالتقارب ولدو  التطعل وتناء لدو  قعثر  ل ات ا للدالة اللوااريتم ة ةاستتدام ا م بد لة لل

 المراجع .9

 أولًا: المراجع العربية
المجلة   .الطر  العد ية لحل تنظوتة تن المعا لاخ التفااةةةةل ة  .(2016)  .الشةةةةقماندل نين   لدإ رليدةل سةةةةم ة رج  .1

 .430–408(ل 6)2العلم ة لكل ة الترت ةل جاتعة تعراتةل 

المجلةة العلم ةة لكل ةة   .تقري  الدوال ة ثيراخ الحةدو   .(2019)  .لطةاهرقبو اةةةةةةةةةةةةةةحمةةل لنةان اةةةةةةةةةةةةةةال إ الزيداندل تنةال ا .2
 .200–192(ل 12)5الترت ةل جاتعة تعراتةل 

رسةةةةةالة تاجتةةةةةتير اير تنشةةةةةورةل قتةةةةة    .تقري  الدوال ةاسةةةةةتتدام كثيراخ الحدو   .(2025)  .الشةةةةةويرفل تري  لرج قلمد .3
 .الرياا اخل كل ة العلومل الجاتعة الأسمرية ااسلات ةل ليب ا

المرللة   – ناار تن التحليل الريااد: التواةم لمت ير ل  قد والد    .(2010)  . لابل قا ةإ سعد اللهل قبو ة ر لالد .4
 .الجزائر:   وان المطبو اخ الجاتا ة .الجاتا ة الأولى

  . العنةااةةةةةةةةةةةةةةر لتحليةل ل  قد )ترجمةة تحمةد  لد التةةةةةةةةةةةةةةمريإ تراجعةة لؤا  تحمةد رجة (  .(1981)  .وترخ جةةارتةلل ر  .5
 .نيويورك: جون وا لد وقولا ه

 .الجزائر:   وان المطبو اخ الجاتا ة .تدلل  لى التحليل الريااد .(1990) .توريل رايدإ تقرانل  بد الحف   .6

 .القاهرة: الدار الدول ة للنشر والتونيم .التحليل الح  قد .(2006) .جه مةل رتضان تحمد .7

 ثانيًا: المراجع الأجنبية

8. Almajbri, T. F. A., Mohammed, A. B., & Abu-amr, S. S. M. (2024). Review of the 

Numerical Analysis of the Quadratic Riccati Equation using Adomian Decomposition 

Methods and Taylor Expansion. International Science and Technology Journal, 34(2), 1–

11. https://doi.org/10.62341/tasr7623 

9. D’Amore, L., Mele, V., & Murli, A. (2013). Performance Analysis of the Taylor Expansion 

Coefficients Computation as Implemented by the Software Package TADIFF. Journal of 

Numerical Analysis, Industrial and Applied Mathematics, 8(1–4), 1–12. 



38 

821 

10. Bakas, N. (2024). Taylor Polynomials in a High Arithmetic Precision as Universal 

Approximators. Computation, 12(3), 53. https://doi.org/10.3390/computation12030053 

11. Chen, C. (2015). High-order Taylor Series Approximation for Efficient Computation of 

Elementary Functions. IET Computers & Digital Techniques, 9(6), 328–335. 

https://doi.org/10.1049/iet-cdt.2014.0158 

12. Apostol, T. M. (1967). Calculus, Volume 1: One-variable Calculus, with an Introduction 

to Linear Algebra (2nd ed.). John Wiley & Sons. 

13. Bartle, R. G., & Sherbert, D. R. (2011). Introduction to Real Analysis (4th ed.). Wiley. 

14. Burden, R. L., Faires, J. D., & Burden, A. M. (2016). Numerical Analysis (10th ed.). 

Cengage Learning. 

15. Rudin, W. (1976). Principles of Mathematical Analysis (3rd ed.). McGraw-Hill. 

 

 

 


